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Définition et exemple

A alphabet fini

o A% coloriages de 7¢

F ensemble de motifs interdits

Y=Xgp={x¢€ AZJ/Vm € F, m n'apparait pas dans x} C A
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>ERATION
oe g

Définition et exemple

o A alphabet fini

o A% coloriages de 7¢
e F ensemble de motifs interdits
e Y =Xg=1{xe€ AZJ/Vm € F, m n'apparait pas dans x} C A

Exemples :

e A= {0’ 1}
21 = X{102r+11/neN}
o A= {07 1}

Z/l = X{01,0101,...,(01)n,...}
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Définition et exemple

A alphabet fini

o A% coloriages de 7¢
F ensemble de motifs interdits
Y =Xr=1{x€ AZJ/Vm € F, m n'apparait pas dans x} C A

Exemples :

e A= {07 1}
21 = X{102r+11/neN}
e A={0,1}

Z/l = X{01,0101,...,(01)n,...}

Remarque : F n'est pas unique.
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SFT et RE

Définition
On dit que X est un SFT s'il existe F fini tel que X = Xr.
Intérét :

e en dimension 1 : définition par graphes

e en dimension 2 : SFT = pavage
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SFT et RE

Définition
On dit que X est un SFT s'il existe F fini tel que X = Xr.
Intérét :
e en dimension 1 : définition par graphes
e en dimension 2 : SFT = pavage
Définition
On dit que X est un sous-shift récursivement énumérable (RE) s'il existe
F RE tel que ¥ = Xr.
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Simulation par un sous-shift

Définition

Si op est un ensemble d'opérations sur les sous-shifts, on dit que

Y € Clop(X') si X’ simule X, c-a-d on peut obtenir X avec un nombre fini
de ces opérations appliquées a X',
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Simulation par un sous-shift

Définition

Si op est un ensemble d'opérations sur les sous-shifts, on dit que

Y € Clop(X') si X’ simule X, c-a-d on peut obtenir X avec un nombre fini
de ces opérations appliquées a X',

o Clop(X) = {X’ simulés par ¥ avec les opérations op}

e relation sur les sous-shifts : ¥ <., ¥/ < X € Clop(X')

Propriété :
<op st un pré-ordre (réflexive et transitive).
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Type fini
Définition

Si¥=XrC AZd est un sous-shift et F' un ensemble fini de motifs :

o7e(F',X) = XFuF:.
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[e]e] (o]} [e]e] [e]e]
[e]e] 0800 [e]e]e} (o]}
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Type fini
Définition

SiY=XeC AZJ est un sous-shift et F' un ensemble fini de motifs :
o7e(F',X) = XFuF:.

Remarque :
Clre(FS)=SFT
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Produait
Définition

Soient ¥ = Xp C AZ? et ¥/ = Xpr C BZ? deux sous—shifgs de méme
dimension. Leur produit est ¥ x ¥’ = Xpyr C (A x B)%".
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0000

Définition

Soient ¥ = Xp C AZ? et ¥/ = Xpr C BZ? deux sous—shifgs de méme
dimension. Leur produit est ¥ x ¥’ = Xpyr C (A x B)%".

Y = Xg C {a, b,c}?%

a

X

b

X

F:{X
a

b

y

Cc

= xe < (I

1]

Y xY' C{ab,c,a,b, c}Zz

FxF =

—
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Produit
Définition

Soient ¥ = Xp C AZ? et ¥/ = Xpr C BZ? deux sous—shifgs de méme
dimension. Leur produit est ¥ x ¥’ = Xpyr C (A x B)%".

Y = Xg C {a, b,c}?%
F*{X allx|bl|x c}
S [aly[lblyllcly
2= xe < (B

1]

Remarque :

Clp(SFT) = SFT

Y xY' C{ab,c,a,b, c}Zz

FxF =

—
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Facteur
Définition

Soit ¥ C A% un sous-shift et M : A% — BZ? un morphisme (continue
etool=MNoc). Alors M(X) C B est un facteur de T.
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Facteur

Définition
Soit ¥ C A% un sous-shift et M : A% — BZ? un morphisme (continue
etool=MNoc). Alors M(X) C B est un facteur de T.

Exemple :
A=1{0,1,2} et T3 C A”
23 = X{00722701712} et H(O) = ﬂ(2) = 0,”(1) =1

= I'I(Z3) = Zl
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[eJele] ]

Facteur

Définition
Soit ¥ C A% un sous-shift et M : A% — BZ? un morphisme (continue
etool=MNoc). Alors M(X) C B est un facteur de T.

Exemple :
A=1{0,1,2} et T3 C A”
23 = X{00722701712} et H(O) = ﬂ(2) = 0,”(1) =1

= I'I(Z3) = Zl
Remarque : Ceci montre SFT C CIe(SFT). On appelle CIr(SFT) la

classe des sous-shift sofiques. En dimension 1, les sofiques sont les X, ol
L est rationnel.
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Sous-action
Définition
Soit G un sous-groupe de Z engendré par uy, o, ..., ug (d" < d). Si
Yy C AZd est un sous-shift :

dsa(G,T) = {y e A" . Ixe ¥ tel que Vi, ..., iy € 79,

yl']_,...,l',_.l/ = Xi1u1+--~+id/ ud/} .
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[e]e] o]

SF'T non stable par sous-action

On définit un SFT X par ses motifs autorisés de taille 4 x 4 :

2 110
110 2 0|2
21012 0 1
01 2
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[e]e] o]

SF'T non stable par sous-action
On définit un SFT X par ses motifs autorisés de taille 4 x 4 :

270 1. 1[0
1(o[1] 2(0(.] 202
202 101 ' 01 ’
01 2

270
01
2 . .
01 0

Ainsi Zé(x’y)ezz/xzy} =

{x € {0,1,2}% /les blocs de 0 consécutifs sont de longueurs paires}.

On a donc SFT C Clsa(SFT).



OPERATIONS

[e]e] o]

SF'T non stable par sous-action
On définit un SFT X par ses motifs autorisés de taille 4 x 4 :

270 1. 1[0
1(o[1] 2(0(.] 202
202 101 ' 01 ’
01 2
270
01
2 . .
01 0

Ainsi Zé(x’y)ezz/xzy} =

{x € {0,1,2}% /les blocs de 0 consécutifs sont de longueurs paires}.

On a donc SFT C Clsa(SFT).En fait Clsa(RE) = RE et Hochman
montre que Clg sa(SFT) = RE.
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Superposition
Définition

Soit ¥ C AZ! un sous-shift et Z¢ ~ G < G & G =799 Alors la
superposition de X dans G & G’ selon la direction G’ est

$sp(G, G, %) = {x € A%* )Vu € G’ x|g1u € T}.
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[e]e) [e]e] [e]e)
0000 000 [e]e)
oooe 000 [e]e)
Superposition
Définition

Soit ¥ C AZ! un sous-shift et Z¢ ~ G < G & G =799 Alors la
superposition de X dans G & G’ selon la direction G’ est

$sp(G, G, %) = {x € A%* )Vu € G’ x|g1u € T}.

Exemple :
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[e]e) [e]e] [e]e)
0000 000 [e]e)
oooe 000 [e]e)
Superposition
Définition

Soit ¥ C AZ! un sous-shift et Z¢ ~ G < G & G =799 Alors la
superposition de X dans G & G’ selon la direction G’ est

$sp(G, G, %) = {x € A%* )Vu € G’ x|g1u € T}.

Exemple :

G =7 N C AC = 4%

Remarque :
Clsp(SFT)=SFT



RAPPELS OPERATIONS MACHINE DE TURING

CORRESPONDANCE CONCLUSION
(e]e} (e]e] o0 (e]e]
(e} 0000 000 (e]e]
0000 [e]e]e} (e]e]

Plan de [’exposé

Machine de Turing simulée par un sous-shift
Sous-shift défini par substitution
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Sous-shift défini par substitution

CONCLUSION

On considére la substitution s, : {0, 8} — {o, @}[L-"IX[L--n] definie par :

o o o

. o

and o« o e o
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0000 000 (e]e]
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Sous-shift défini par substitution

On considére la substitution s, : {0, 8} — {o, @}[L-"IX[L--n] definie par :

o o ) o

[e] [ ]
. . ] o . . ] o
0o and .«
o . ) .
] o o L] o o

Définition

Le sous-shift défini par la substitution s, est : ¥, = {x € {o,#}”" : tout
motif fini de x apparait dans un s%(o) ou sk(e)}.
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(e]e] oe (e]e]
0000 000 (e]e]
0000 [e]e]e} (e]e]

Sous-shift défini par substitution

On considére la substitution s, : {0, 8} — {o, @}[L-"IX[L--n] definie par :

o e o o o P [e] [ ]

. . ] o . . ] o
0o and .«

o o

] o o L] o o

Définition

Le sous-shift défini par la substitution s, est : ¥, = {x € {o,#}”" : tout
motif fini de x apparait dans un sX(o) ou sk(e)}.

Proposition[Mozes]

Pour tout entier n, ¥, est un sous-shift sofique.
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Espaces de calcul pour MT
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Espaces de calcul pour MT

Proposition

Si p et un nombre premier et x € X, en notant
E(x) = {u € Z*/x, = #} on a a une translation preés :

oo p—1

EG)=J " Z+kp"™) x (p"Z + kp" ).

n=1 k=1

MACHINE DE TURING CORRESPONDANCE
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(e]e] (e} (e]e]
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Espaces de calcul pour M'T

Proposition
Si p et un nombre premier et x € X, en notant
E(x) = {u € Z*/x, = #} on a a une translation preés :

oo p—1

E(X) = U U (an 4 kpn—l) « (an n kp”—l).
Définition n=1 k=1
Si ¥ C AZ® est un sous-shift, on définit :

T ={xe A¥ : 3y e T,V(i,)) € 2% xi)) = i j—i}-



MACHINE DE TURING

Espaces de calcul pour M'T

Proposition
Si p et un nombre premier et x € X, en notant
E(x) = {u € Z*/x, = #} on a a une translation preés :

oo p—1
E() = Uz + k") x (p"Z + kp"Y).
Définition n=1 k=1
Si ¥ C A% est un sous-shift, on définit :
(M — zz . P 2 =y
C’onséqz%znce xe A" = 3y e TV(0)) € Z5, X)) = Wij—i}-
On s'intéresse a Zg) :

e sur une méme ligne (colonne) les o sont espacés de p”



RAPPELS OPERATIONS MACHINE DE TURING CORRESPONDANCE

(e]e} (e]e] (ele} (e]e]
(e} 0000 ooe (e]e]
0000 [e]e]e} (e]e]

Construction de rectangles

Par opérations SP, P et TF :

;«/4 x{
2l x 5¢

CONCLUSION
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(e]e} (e]e] (ele}
(e} 0000 ooe
0000 [e]e]e}

CORRESPONDANCE
(e]e]
(e]e]
(e]e]

Construction de rectangles

Par opérations SP, P et TF :

2l x 5¢

= rectangles de largeur 5" et de hauteur 3™ avec un mot d’entrée de

taille < 29

CONCLUSION
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MACHINE DE TURING

0e0

Machine de Turing

Définition

Soit M = (Q, A, T, 1, qo, 0, Q) une machine de Turing :

Q ensemble fini d'états; qg € Q I'état initial ;

A are T deux alphabets finis tels que A C T;

g ¢TI le symbole blanc;

0:Q@xT— QxT x{«,. —} lafonction de transition;

F C QF ensemble des états finaux.
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Machine de Turing

Définition

Soit M = (Q, A, T, 1, qo, 0, Q) une machine de Turing :
Q ensemble fini d'états; qg € Q I'état initial ;

A are I deux alphabets finis tels que A C T;

g ¢TI le symbole blanc;

0:Q@xT— QxT x{«,. —} lafonction de transition;

F C QF ensemble des états finaux.

5(q1,x) = (g2, y, <) est codée par :

(92,2) | v |z
z (g1,%) | z
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Calculs sur les rectangles

On ajoute ces régles (TF) sur les espaces de calculs :
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(e]e]

RESPONDANCE

0000 ooe

Calculs sur les rectangles

On ajoute ces régles (TF) sur les espaces de calculs :

= si la machine M s'arréte sur |'entrée m, il existe un rectangle dans
lequel ce calcul termine.
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Machines a semi-oracle

Définition
Soit £ un langage. Une machine de Turing a semi-oracle £ est une MT
classique M* avec un état d'interrogation g; et un ruban d'oracle. M*
calcule sur m et forme m’ sur le ruban d’oracle, et quand M¥ entre dans
|'état g~ :

o sim € L alors ME s'arréte

e sinon M~ continue son calcul
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oe

Machines a semi-oracle

Définition
Soit £ un langage. Une machine de Turing a semi-oracle £ est une MT
classique M* avec un état d'interrogation g» et un ruban d’oracle. M*
calcule sur m et forme m’ sur le ruban d’oracle, et quand M¥ entre dans
|'état g~ :

e sim' € L alors M¥* s'arréte

e sinon M~ continue son calcul

Définition
On définit un semi-ordre sur les ensembles de motifs :

L =< L' <= 3IM~ une machine de Turing avec semi-oracle £’

telle que dom(M*) = L.
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.
Théoreme
Théoréeme

Clp.rsasp,7r(X) ={ X : L 2 L(X)}

Autrement dit : X' <p r rrsasp L' <= L(X')° < L(X")°
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Théoréme

Théoréeme
Clp.rsasp,7r(X) ={ X : L 2 L(X)}

Autrement dit : ¥/ <p r rr sasp X' <= L(X')° < L(X")¢

Application

Il n'existe pas de sous-shift qui puisse simuler tous les autres : si
L=L(T) onaClprsasp,me(T)={Tz : L = L}, mais il existe L
strictement supérieur a L.
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Idée de la preuve

= Clprsasp,Tr(Xc) C{Xe /L' =< L(X)}
par induction, { Xz /L' =< L(X)} est stable par chacune des
opérations
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Idée de la preuve

= Clprsasp,Tr(Xc) C{Xe /L' =< L(X)}
par induction, { Xz /L' =< L(X)} est stable par chacune des
opérations

= Clp,r,sasp,TF(Xc) 2 {Xc /L' = L(X)°}
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(e]e} (e]e] (e} (e]e]
(e} 0000 000 (e]e]
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Idée de la preuve

= Clprsasp,Tr(Xc) C{Xe /L' =< L(X)}
par induction, { Xz /L' =< L(X)} est stable par chacune des
opérations

= Clp,r,sasp,TF(Xc) 2 {Xc /L' = L(X)°}

e SFT de dimension 4 pour L
et £’ de dimension 1

e sur Zey : Xpr, recopié sur
Ze2

e sur Ze, ® Zes : espaces de
calcul et MT "

e sur Zey : oracle
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Conclusion

e Etude de l'ordre <
e Diminuer la dimension dans la construction de la preuve ?

e Pour quelles classes peut-on trouver un sous-shift universel 7
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Conclusion

e Etude de l'ordre <
e Diminuer la dimension dans la construction de la preuve ?
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