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1 Notations et résultats

On se propose dans cet exposé d’établir des estimations de Strichartz généralisées pour
l’équation des ondes sur le groupe de Heisenberg.

Ce type d’estimations pour l’équation des ondes sur Rn a une longue histoire commençant
avec l’article de Segal [14], et a porté le nom d’estimations de Strichartz après l’article fon-
damental de Strichartz [15]. Ces estimations ont été généralisées par plusieurs auteurs et
exploitées pour étudier le problème de Cauchy et la théorie de la diffusion de l’équation des
ondes non linéaire (pour une bibliographie détaillée, voir Ginibre et Velo [6]).

La preuve de ces estimations (voir [6]) est basée sur trois types d’ingrédients: le pre-
mier consiste en des estimations spécifiques, et en particulier des estimations de la phase
stationnaire sur le groupe d’évolution associé à l’équation homogène. Le second repose sur
les découpages dyadiques et les espaces de Besov. Enfin, le troisième utilise des arguments
abstraits de dualité et d’interpolation. La démarche que nous allons adopter dans ce travail
comprend également ces trois étapes.

Le groupe de Heisenberg Hn est l’ensemble

Cn×R = {[z, s]; z ∈ Cn, s ∈ R},
muni de la loi de multiplication

[z, s] · [z′, s′] = [z + z′, s + s′ + 2Im z · z̄′],
ainsi Hn est un groupe non commutatif. En utilisant le système de coordonnées réelles (x, y, s)
obtenu à partir de zj = xj + iyj , le système de champs de vecteurs réels invariants à gauche
sur le groupe Hn:

Xj = ∂xj + 2yj∂s; Yj = ∂yj − 2xj∂s; j = 1, · · · , n
est un système générateurs de l’algèbre de Lie du Groupe Hn. La dimension homogène de Hn

est N = 2n + 2 (voir [12]). En posant

Ḣ1(Hn) = {Xjf, Yjf ∈ L2(Hn), j = 1, · · · , n},
dans [12, 3], est démontrée l’inclusion de Sobolev suivante

Ḣ1(Hn) ⊂ L2N/(N−2)(Hn).

On considère maintenant le problème de Cauchy




∂2
t u−4Hnu = f

u|t=0 = u0

∂tu|t=0 = u1

(1)
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où

4Hn =
n∑

j=1

(X2
j + Y 2

j ).

Le résultat principal de ce travail est l’estimation suivante que nous appellerons “estimation
de Strichartz généralisée sur le groupe de Heisenberg”.

Théorème 1 Soit u une solution de problème (1), étant donnés q ∈ [ 2N
N−2 , 2(2N−1)

2N−5 ] et p avec

1
p

+
N

q
=

N

2
− 1.

Alors il existe Cq > 0 tel que, pour tout T > 0

‖u‖Lp([0,T ];Lq(Hn)) ≤ Cq{‖f‖L1([0,T ];L2(Hn)) + E0(u)1/2}, (2)

où

E0(u) =
n∑

j=1

(‖Xju(0, ·)‖2
L2(Hn) + ‖Yju(0, ·)‖2

L2(Hn)) + ‖∂tu(0, ·)‖2
L2(Hn).

Nous allons d’abord développer une théorie de décomposition dyadique sur Hn. En d’autres
termes, nous construisons une fonction radiale ϕ ∈ S(Hn), et pour f ∈ S ′(Hn), on pose

4̇jf = f ∗ ϕj ,

où ∗ est la convolution sur le groupe Hn, ϕj(z, s) = 2Njϕ(2jz, 22js), et
∑

j ϕj = δ0 où δ0 est
la masse de Dirac en 0.

Pour ρ ∈ R, et 1 ≤ p, r ≤ +∞, Ḃρ
p,r(Hn) est l’espace de distributions tempérées sur Hn

vérifiant

‖u‖Ḃρ
p,r(Hn) =


∑

j∈Z

2jrρ‖4̇ju‖r
Lp(Hn)




1/r

< +∞.

Pour la décroissance des solutions du problème de Cauchy




∂2
t v −4Hnv = 0

v|t=0 = u0

∂tv|t=0 = u1

,

on démontre le théorème suivant.

Théorème 2 i) Supposons que u1, Xju0, Yju0 ∈ Lp̄(Hn), j = 1, · · · , n;

1
p

=
1
2
− 1

2N − 1
,

1
p̄

=
1
2

+
1

2N − 1
.

Alors il existe C > 0 tel que

‖v(t)‖Lp(Hn) ≤ C(1+ |t|)−1/(2N−1)





n∑

j=1

{‖Xju0‖Lp̄(Hn) + ‖Yju0‖Lp̄(Hn)}+ ‖u1‖Lp̄(Hn)



 . (3)

ii) Supposons que u0 ∈ Ḃ
N−1/2
1,1 (Hn), u1 ∈ Ḃ

N−1/2−1
1,1 (Hn). Alors il existe C > 0 tel que

‖v(t)‖L∞(Hn) ≤ C(1 + |t|)−1/2
{
‖u0‖Ḃ

N−1/2
1,1 (Hn)

+ ‖u1‖Ḃ
N−1/2−1
1,1 (Hn)

}
. (4)
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Une conséquence de (4) est que, par exemple, si u0, u1 ∈ S(Hn), alors

‖v(t)‖L∞(Hn) ≤ C(1 + |t|)−1/2.

On peut de plus montrer par un exemple explicite que cette décroissance est optimale.
Notons que cet exposant de décroissance ne dépend pas de la dimension N , contrairement au
cas du Laplacien usuel sur Rn.

Signalons enfin que les travaux présentés ici feront l’objet d’une publication ultérieure plus
détaillée [1].

2 Théorie de Littlewood-Paley sur le groupe de Heisenberg

On rappelle brièvement quelques résultats concernant la transformation de Fourier sur le
groupe de Heisenberg, pour le détail voir [9, 16].

Le groupe Hn étant non commutatif, la transformation de Fourier sur Hn s’appuie sur les
représentations irréductibles unitaires de Hn. Pour tout λ 6= 0, considerons l’espace de Hilbert
défini par

Hλ = {F ; holomorphe sur Cn, ‖F‖Hλ
< ∞},

où

‖F‖2
Hλ

=
(

2|λ|
π

)n ∫

Cn
e−2|λ||ξ|2 |F (ξ)|2dξ.

On définit alors une représentation unitaire uλ de Hn dans U(Hλ) par la formule

uλ
z,sF (ξ) = F (ξ − z̄)eiλs+2λ(ξ·z−|z|2/2), si λ > 0;

uλ
z,sF (ξ) = F (ξ + z)eiλs+2λ(ξ·z̄−|z|2/2), si λ < 0.

On montre que la famille (uλ)λ 6=0 donne, à isomorphisme près, toutes les représentations
irréductibles unitaires de Hn (voir [16]).

Par ailleurs, notons que les monômes

Fα,λ(ξ) =
(
√

2|λ|ξ)α

√
α!

; α ∈ (Z+)n,

forment une base orthonormée de l’espace de Hilbert Hλ.

Définition 1 Pour f ∈ L1(Hn), on pose

f̂(λ) = F(f)(λ) =
∫

Hn

f(w)uλ
wdw.

La fonction f̂ à valeurs dans les opérateurs bornés sur Hλ est par définition la transformée
de Fourier de f .

On a les formules suivantes:

F(4Hnf)(λ)Fα,λ = −4|λ|(2|α|+ n)f̂(λ)Fα,λ,

et
F(f ∗ g)(λ) = F(f)(λ) ◦ F(g)(λ).
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Pour f ∈ L1 ⋂
L2(Hn) on a la formule de Plancherel

‖f‖2
L2(Hn) =

2n−1

πn+1

∑

α∈(Z+)n

∫ ∞

−∞
‖f̂(λ)Fα,λ‖2

Hλ
|λ|ndλ =

2n−1

πn+1

∫ ∞

−∞
‖f̂(λ)‖2

HS(Hλ)|λ|ndλ. (5)

On s’intéresse maintenant à l’étude de la transformée de Fourier des fonctions radiales de
la forme

f(z, s) = g(|z|, s).
Soit f ∈ L1(Hn) une fonction radiale, on a

f̂(λ)Fα,λ = R|α|(λ)Fα,λ

où

Rm(λ) =

(
m + n− 1

m

)−1 ∫
f(z, s)eiλsL(n−1)

m (2|λ||z|2)e−|λ||z|2dzds,

les L
(p)
m (t) étant les polynômes de Laguerre définis par

L(p)
m (t) =

m∑

k=0

(−1)k

(
m + p
m− k

)
tk

k!
. t ≥ 0.

Réciproquement, si les scalaires Rm(λ),m ∈ N, λ ∈ R \{0} satisfaisant à

∑
m

(
m + n− 1

m

) ∫
|Rm(λ)||λ|ndλ < ∞,

et on pose

f(z, s) =
2n−1

πn+1

∑
m

∫
e−iλsRm(λ)L(n−1)

m (2|λ||z|2)e−|λ||z|2 |λ|ndλ.

On a alors
f̂(λ)Fα,λ = R|α|(λ)Fα,λ,

et Nous prenons maintenant une fonction particulière R∗ ∈ C∞
0 (C0), où C0 = {τ ∈ R; 1/2 ≤

|τ | ≤ 4} et définissons R∗
m(τ) = R∗((2m + n)τ), donc R∗

m ∈ C∞
0 (C∗

m) avec C∗
m = {τ ∈

R; 1/2(2m + n)−1 ≤ |τ | ≤ 4(2m + n)−1}. Comme dans [2, 4], on peut choisir R∗ vérifiant,
∑

j∈Z

R∗
m(2−2jτ) = 1, pour tout m ∈ N, τ ∈ R \{0}.

Par ailleurs, on a

∑
m

(
m + n− 1

m

) ∫ ∞

−∞
|R∗

m(τ)||τ |ndτ

=
∑
m

(m + n− 1)!
m!(n− 1)!

(2m + n)−n−1
∫

C0

|R∗(λ)||λ|ndλ < ∞.

Il existe donc une fonction radiale ϕ sur le groupe de Heisenberg satisfaisant à

ϕ̂(λ)Fα,λ = R∗
|α|(λ)Fα,λ,

et

ϕ(z, s) =
2n−1

πn+1

∑
m

∫
e−iλsR∗

m(λ)L(n−1)
m (2|λ||z|2)e−|λ||z|2 |λ|ndλ; (6)
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Lemme 1 On a
ϕ ∈ S(Hn);

∫
ϕds = 0.

La démonstration de ce lemme n’est pas du tout triviale, il faut utiliser les proprietés spéciales
des polynômes de Laguerre, voir [1].

On peut donc définir une famille d’opérateurs 4̇j : L2(Hn) → L2(Hn), j ∈ Z, par

F(4̇jf)(λ)Fα,λ = R∗
|α|(2

−2jλ)f̂(λ)Fα,λ.

Pour f ∈ L2(Hn), la décomposition
f =

∑

j∈Z

4̇jf

s’appelle décomposition de Littlewood-Paley de f sur le groupe de Heisenberg Hn. Cette
notion peut être formellement généralisée à des distributions tempérées f ∈ S ′(Hn).

On donne la définition des espaces de Besov homogènes comme dans [17].

Définition 2 Soient ρ ∈ R, et 1 ≤ p, r ≤ +∞ deux réels, l’espace de Besov homogène sur le
groupe de Heisenberg Ḃρ

p,r(Hn) est l’espace de distributions tempérées vérifiant

‖u‖Ḃρ
p,r(Hn) =


∑

j∈Z

2jrρ‖4̇ju‖r
Lp(Hn)




1/r

< +∞.

On a L2(Hn) = B0
2,2(Hn), et le dual de Bρ

p,r(Hn) est B−ρ
p̄,r̄ (Hn), avec 1 = 1/p + 1/p̄, 1 =

1/r + 1/r̄, 1 < p < ∞, 1 < r < ∞, et l’inclusion continue

Ḃρ
p1,r(Hn) ⊂ Ḃρ−N(1/p1−1/p2)

p2,r (Hn) si p1 ≤ p2.

L’espace de Besov non-homogène sur le groupe de Heisenberg Bρ
p,r(Hn) peut être défini comme

dans le cas classique.
On démontre aussi l’injection de Sobolev précisée sur le groupe de Heisenberg (voir [5]

pour le cas classique).

Théorème 3 Soient 1 ≤ p < ∞, 0 < ρ < N/p, on a alors l’inclusion continue suivante:

Ḃρ
p,p(Hn) ⊂ La(Hn), avec a =

pN

N − pρ
,

et on a aussi l’inégalité de Sobolev précisée

‖u‖La(Hn) ≤ C‖u‖1− p
a

Ḃ
−( N

p −ρ)

∞,∞
‖u‖

p
a

Ḃρ
p,p

.

3 Estimations de Strichartz dans les espaces de Besov

On étudie maintenant le problème de Cauchy (1), on définit deux familles d’opérateurs Ut

et At par
F(Utf)(λ)Fα,λ = eib|α|(λ)tf̂(λ)Fα,λ,

et
F(Atf)(λ)Fα,λ = a|α|(λ, t)f̂(λ)Fα,λ,
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avec
bm(λ) = (4|λ|(2m + n))1/2, am(λ, t) =

sin(bm(λ)t)
bm(λ)

.

On en déduit que l’opérateur dAt
dt est défini par

F(
dAt

dt
f)(λ)Fα,λ = cos(b|α|(λ)t)f̂(λ)Fα,λ.

En utilisant la formule de Plancherel (5), on a que Ut est une isométrie sur L2(Hn), At est un
opérateur continu de L2(Hn) dans Ḣ1(Hn), et dAt

dt est continu de L2(Hn) dans L2(Hn). On
a aussi A0 = 0, dA

dt |t=0 = I et [At,4Hn ] = 0, [dAt
dt ,4Hn ] = 0.

De plus, la solution du problème (1) est de la forme u = v + w, où v est la solution de
l’équation homogène avec les mêmes données initiales,





∂2
t v −4Hnv = 0

v|t=0 = u0

∂tv|t=0 = u1

,

et w la solution de l’équation non homogène avec des données de Cauchy nulles,




∂2
t w −4Hnw = f

w|t=0 = 0
∂tw|t=0 = 0

.

On a donc

v(t, ·) =
dAt

dt
u0 + Atu1; (7)

∂tv(t, ·) = At4Hnu0 +
dAt

dt
u1;

w(t, ·) =
∫ t

0
At−t′f(t′, ·)dt′; (8)

∂tw(t, ·) =
∫ t

0

dAt−t′

dt
f(t′, ·)dt′.

Par ailleurs, L étant un des opérateurs précédents, on définit les opérateurs retardés et avancés
de L par

LR(t) = χ+(t)L(t), LA(t) = χ−(t)L(t),

où χ± étant la fonction caractéristique de R± en temps. On peut alors écrire

w(t, ·) = (AR ∗t χ+f)(t),

∂tw(t, ·) = ((
dAt

dt
)R ∗t χ+f)(t),

où ∗t est la convolution sur Rt.
La donnée initiale (u0, u1) du problème (1) sera précisée dans l’espace

Y 1 = Ḣ1(Hn)
⊕

L2(Hn),

Maintenant pour N = 2n + 2 et 2 ≤ r ≤ ∞, on définit les indices suivants:

α(r) =
1
2
− 1

r
, β(r) = (N − 1

2
)α(r), δ(r) = Nα(r).
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et l’indice de Hölder r̄ associé à r défini par

1
r

+
1
r̄

= 1

Pour les espaces de Besov Ḃρ
r,2(Hn), on note simplement Ḃρ

r (Hn). On va démontrer les esti-
mations de Strichartz généralisées suivantes.

Proposition 1 Soient ρ1, ρ2 ∈ R, et 2 ≤ q1/2, q2/2, r1, r2 ≤ ∞, et supposons que les condi-
tions suivantes sont satisfaites

0 ≤ 2
qi
≤ α(ri), pour i = 1, 2;

ρ1 + δ(r1)− 1
q1

= 1;

ρ2 + δ(r2)− 1
q2

= 0.

1) Soit (u0, u1) ∈ Y 1, alors pour tout intervalle I ⊂ R, v définie par (7) satisfait à l’estimation

‖v; Lq1(I, Ḃρ1
r1

(Hn))‖+ ‖∂tv; Lq1(I, Ḃρ1−1
r1

(Hn))‖ ≤ C‖(u0, u1);Y 1‖.

2) Pour tout intervalle I = [0, T [, 0 < T ≤ ∞, la fonction w = AR ∗t χ+f définie par (8)
satisfait à l’estimation

‖w; Lq1(I, Ḃρ1
r1

(Hn))‖+ ‖∂tw;Lq1(I, Ḃρ1−1
r1

(Hn))‖ ≤ C(‖f ; Lq̄2(I, Ḃ−ρ2
r̄2

(Hn))‖).

Les constantes C dans 1) et 2) étant indépendantes de I.

Preuve du théorème 1 à partir de la proposition 1

Soit u la solution du problème (1), alors u = v + w, avec v est w les fonctions définies par
(7) et (8).

Si 0 ≤ ρ1 < N/r1, 2 ≤ q, r2, l’inégalité de Sobolev et la partie 1) de la propsition 1 donnent

‖v;Lq1(I; Lq(Hn))‖ ≤ C‖v; Lq1(I; Ḃρ1
r1

(Hn))‖ ≤ CE0(u, 0)1/2,

avec q = (r1N)/(N−r1ρ1) et 1/q1+N/q = N/2−1. Prenons encore 2/q1 = α(r1) = 1/2−1/r1

et r1 tel que

0 ≤ ρ1 = 1 +
1
2

(
1
2
− 1

r1

)
−N

(
1
2
− 1

r1

)
<

N

r1
,

c’est-à-dire (remarquons qu’on a toujours N ≥ 4)

2 ≤ r1 ≤ 2(2N − 1)
2N − 5

,

on a donc démontré (2) pour v avec

2N

N − 2
≤ q =

r1N

N − r1ρ1
≤ 2(2N − 1)

2N − 5
.
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Dans le cas classique sur Rn pour le Laplacien usuel, l’inégalité a lieu pour

2n

n− 2
≤ q =

r1n

n− r1ρ1
≤ 2(n + 1)

n− 3
.

Donc on a une perte de l’indice.
Pour w = AR ∗t χ+f , on utilise la partie 2) de la proposition 1 avec les mêmes conditions

pour les indices ρ1, q1, r1, et choisissons maintenant q2 = ∞, r2 = 2, ρ2 = 0, on a, en utilisant
l’inclusion de Sobolev,

‖w; Lq1(I; Lq(Hn))‖ ≤ C‖w; Lq1(I; Ḃρ1
r1

(Hn))‖
≤ C‖f ; L1(I; L2(Hn))‖,

d’où l’estimation (2) pour la fonction w. On a donc démontré le théorème 1.
Le théorème 2 resulte du lemme suivant, qui nous sera également utile pour établir la

proposition 1.

Lemme 2 Pour la fonction ϕ définie par (6) et la famille d’opérateurs Ut, on a l’estimation
suivante:

sup
(z,s)∈Hn

|Utϕ(z, s)| ≤ Cn min{1, |t|−1/2}.

Pour démontrer ce lemme, on a besoin de l’estimation de la phase stationnaire suivant
(voir [13]).

Lemme 3 Soient a ∈ C1
0 (R) et b une fonction réelle de classe C2 définie sur un vosinage de

Supp (a). . Supposons que 0 < λ ≤ |b′′(x)| pour x ∈ Supp (a), alors
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
eib(x)a(x)dx

∣∣∣∣ ≤ Cλ−1/2{‖a‖L∞ + ‖a′‖L1},

où C est une constante indépendante de a, b.

Il découle des propriétés des polynômes de Laguerre (voir [8]), que pour tout α ∈ N, il
existe une constante Cα telle que, pour tout y ≥ 0,m ∈ N,

|L(α)
m (y)e−y/2|+

∣∣∣∣y
d

dy

(
L(α)

m (y)e−y/2
)∣∣∣∣ ≤ Cαmα,

On démontre maintenant le lemme 2, on rappelle que

Utϕ(z, s) =
2n−1

πn+1

∑
m

∫ +∞

−∞
e−iλseibm(λ)tR∗

m(λ)L(n−1)
m (2|λ||z|2)e−|λ||z|2 |λ|ndλ.

Étudions chaque terme

Im(t, z, s) =
∫ +∞

−∞
e−iλsei

√
4|λ|(2m+n)tR∗

m(λ)L(n−1)
m (2|λ||z|2)e−|λ||z|2 |λ|ndλ.

En posant λ(2m + n) = x, on obtient

Im(t, z, s) =
∫

C0

eigm,t(x)R∗(x)L(n−1)
m

(
2|x||z|2
2m + n

)
e−|x||z|

2/(2m+n) |x|n
(2m + n)n+1

dx,
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où gm,t(x) = 2t
√|x| − xs/(2m + n). On a

g′′m,t(x) =

{
−1/2tx−3/2, x > 0
−1/2t(−x)−3/2, x < 0

.

Donc pour x ∈ C0 = Supp R∗,

|g′′m(x)| ≥
√

2
8

t.

En appliquant le lemme 3, on obtient

|Im(t, z, s)| ≤ Cn|t|−1/2{m−2+
∫

C0

∣∣∣∣∣
d

dx

(
R∗(x)L(n−1)

m

(
2|x||z|2
2m + n

)
e−|x||z|

2/(2m+n) |x|n
(2m + n)n+1

)∣∣∣∣∣ dx}.

D’autre part, ∣∣∣∣∣R
∗′(x)L(n−1)

m

(
2|x||z|2
2m + n

)
e−|x||z|

2/(2m+n)|x|n
∣∣∣∣∣ ≤ Cnmn−1,

et ∣∣∣∣∣R
∗(x)

d

dx

(
L(n−1)

m

(
2|x||z|2
2m + n

)
e−|x||z|

2/(2m+n)

)
|x|n

∣∣∣∣∣

=
∣∣∣∣R∗(x)y

d

dy

(
L(n−1)

m (2y)e−y
)
|x|n−1

∣∣∣∣
y=x|z|2/(2m+n)

≤ Cnmn−1,

d’où ∣∣∣∣∣
d

dx

(
R∗(x)L(n−1)

m

(
2|x||z|2
2m + n

)
e−|x||z|

2/(2m+n)|x|n
)∣∣∣∣∣ ≤ Cnmn−1.

On a donc démontré
|Im(t, z, s)| ≤ Cn|t|−1/2m−2,

d’où
|Utϕ(z, s)| ≤ Cn|t|−1/2

∑
m

m−2 = C̃n|t|−1/2.

On a aussi

|Utϕ(z, s)| ≤ Cn

∑
m

mn−1(2m + n)−n−1
∫

C0

|R∗(x)||x|ndx = Cn,

d’où le lemme 2.

Preuve du théorème 2

On a d’abord

Utϕj(z, s) =
2n−1

πn+1

∑
m

∫ ∞

∞
e−iλseibm(λ)tR∗

m(2−2jλ)L(n−1)
m (2|λ||z|2)e−|λ||z|2 |λ|ndλ.

En utilisant le changement de variable λ′ = 2−2jλ, on a

Utϕj(z, s) =
2n−1

πn+1

∑
m

∫ ∞

∞
e−iλ′(22js)eibm(λ′)2jt

× R∗
m(λ′)L(n−1)

m (2|λ′||2jz|2)e−|λ′||2jz|2 |λ|n22nj22jdλ

= 2Nj(U2jtϕ)(2jz, 22js),

9



d’où, grâce au lemme 2,

sup
(z,s)∈Hn

|Utϕj(z, s)| ≤ Cn min{2Nj , |t|−1/22j(N−1/2)},

qu’on peut l’écrire sous la forme

‖Utϕj‖L∞(Hn) ≤ C min{2Nj , |t|−1/22j(N−1/2)}. (9)

Soit à présent f une fonction suffisamment régulière sur Hn, on a alors

Ut(f ∗ ϕj) = (Utf) ∗ ϕj = f ∗ (Utϕj).

Soit ϕ̃j = ϕj+1 + ϕj + ϕj−1, on a

(Utf) ∗ ϕj = Ut(f ∗ ϕj) = Ut(f ∗ ϕj ∗ ϕ̃j) = Ut(f ∗ ϕj) ∗ ϕ̃j = f ∗ ϕj ∗ (Utϕ̃j).

L’inégalité de Young donne

‖(Utf) ∗ ϕj‖L∞(Hn) ≤ ‖f ∗ ϕj‖L1(Hn)‖Utϕ̃j‖L∞(Hn).

En utilisant (9) pour ϕ̃j , on en déduit

‖(Utf) ∗ ϕj‖L∞(Hn) ≤ C min{2Nj , |t|−1/22j(N−1/2)}‖f ∗ ϕj‖L1(Hn).

Par ailleurs, l’opérateur Ut est unitaire sur L2(Hn), on a alors

‖(Utf) ∗ ϕj‖L2(Hn) = ‖Ut(f ∗ ϕj)‖L2(Hn) = ‖f ∗ ϕj‖L2(Hn).

Interpolation entre ces deux estimations, on obtient pour 2 ≤ r ≤ ∞,

‖(Utf) ∗ ϕj‖Lr(Hn) ≤ C min{22jδ(r), |t|−α(r)22jβ(r)}‖f ∗ ϕj‖Lr̄(Hn).

En multipliant l’estimation ci-dessus par 2−jβ(r) et prenant la norme dans l2, on obtient

‖Utf‖Ḃ
−β(r)
r (Hn)

≤ C(1 + |t|)−α(r)‖f‖
Ḃ

β(r)
r̄ (Hn)

. (10)

Posons
1
r

=
1
2
− 1

2N − 1
,

1
r̄

=
1
2

+
1

2N − 1
,

alors r > 2, α(r) = 1/(2N − 1), β(r) = 1/2, donc

‖Utf‖Ḃ
−1/2
r (Hn)

≤ C(1 + |t|)−1/(2N−1)‖f‖
Ḃ

1/2
r̄ (Hn)

.

Maintenant pour r > 2, on a

‖dAt

dt
u0‖Lr(Hn) ≤ ‖dAt

dt
(4Hn)1/4u0‖Ḃ

−1/2
r (Hn)

≤ ‖Ut(4Hn)1/4u0‖Ḃ
−1/2
r (Hn)

≤ Cn(1 + |t|)−1/(2N−1)‖(4Hn)1/4u0‖Ḃ
1/2
r̄ (Hn)

≤ Cn(1 + |t|)−1/(2N−1)‖u0‖Ḃ1
r̄ (Hn).

et
‖Atu1‖Lr(Hn) ≤ ‖(4Hn)−1/2Utu1‖Lr(Hn) ≤ ‖Ut(4Hn)−1/4u1‖Ḃ

−1/2
r (Hn)

≤ Cn(1 + |t|)−1/(2N−1)‖(4Hn)−1/4u1‖Ḃ
1/2
r̄ (Hn)

≤ Cn(1 + |t|)−1/(2N−1)‖u1‖Lr̄(Hn).
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d’où l’estimation (3).
Pour (4), on pose, dans (10) r = +∞, r̄ = 1, donc α(r) = 1/2, β(r) = (2N − 1)/4, d’où

‖Utf‖Ḃ
−(2N−1)/4
∞ (Hn)

≤ C(1 + |t|)−1/2‖f‖
Ḃ

(2N−1)/4
1 (Hn)

.

Posons f = (4Hn)(2N−1)/8u0,

‖dAt

dt
u0‖L∞(Hn) ≤ C(1 + |t|)−1/2‖u0‖Ḃ

(2N−1)/2
1 (Hn)

,

et
‖Atu1‖L∞(Hn) ≤ ‖Utu1‖Ḃ−1∞ (Hn) ≤ C(1 + |t|)−1/2‖u1‖Ḃ

(2N−1)/2−1
1 (Hn)

.

D’où le théorème 2.

Preuve de la proposition 1

On suit de près Ginibre-Velo [6]. D’après les définitions de v et w et les définitions de At

et dAt
dt , les inégalités de la proposition 1 découlent des inégalités correspondantes sur Ut. En

effet, on a

‖dAt

dt
u‖Lp(Hn) ≤ ‖Utu‖Lp(Hn), ‖Atu‖Lp(Hn) ≤ ‖(4Hn)−1/2Utu‖Lp(Hn),

pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, et puisque ces opérateurs commutent à la décomposition de Littlewood-
Paley, on a des estimations analogues avec les espaces de Besov.

De plus, l’opérateur (4Hn)δ/2 est un isomorphisme de Ḃρ
r dans Ḃρ−δ

r pour tout ρ, δ ∈ R.
Il suffit donc de montrer les inégalités suivantes:

‖U(·)u; Lq1(R, Ḃρ1
r1

(Hn))‖ ≤ C‖u‖L2(Hn), (11)

‖U ∗ f ; Lq1(I, Ḃρ1
r1

(Hn))‖ ≤ C‖f, Lq̄2(I, Ḃ−ρ2
r̄2

(Hn))‖, (12)

pour tout I ⊂ R, et

‖UR ∗ f ; Lq1(I, Ḃρ1
r1

(Hn))‖ ≤ C‖f, Lq̄2(I, Ḃ−ρ2
r̄2

(Hn))‖, (13)

pour tout I = [0, T [⊂ R+, sous les conditions 0 ≤ 2/qi ≤ α(ri) et

ρi + δ(ri)− 1
qi

= 0, pour i = 1, 2.

D’autre part, si q1 fixe, ‖ · ; Lq1(I, Ḃρ1
r1

(Hn))‖ croit avec ρ1, donc avec 1/r1, il suffit donc de
démontrer les inégalités (11), (12) et (13) pour la valeur maximale de 1/r1, en autre termes,
pour α(r1) = 2/q1.

Si q2 fixe, ‖ · ; Lq̄2(I, Ḃ−ρ2
r̄2

(Hn))‖ décroit avec ρ2, donc avec 1/r2, il suffit donc de démontrer
les inégalités (12) et (13) pour la valeur maximale de 1/r2, en autre termes, pour α(r2) = 2/q2.

Donc pour démontrer la proposition 1, il suffit de démontrer les inégalités (11), (12) et
(13) pour les indices

ρi =
1
qi
− δ(ri) =

α(ri)
2

− δ(ri) = −β(ri) = (
1
2
−N)(

1
2
− 1

ri
); i = 1, 2.

11



Soit f une fonction définie sur Hn dépendant aussi du temps t, nous écrivons l’estimation
(10) sous la forme

‖Ut−t′f(t′); Ḃ−β(r)
r (Hn)‖ ≤ C(|t− t′|)−α(r)‖f(t′); Ḃβ(r)

r̄ (Hn)‖.

Soit 0 ≤ 2
q = α(r), et soit I ⊂ R un intervalle, en intégrant par rapport à t′, prenant la norme

Lq en temps t, on obtient,

‖U(R) ∗t f ; Lq(I, Ḃ−β(r)
r (Hn))‖ ≤ C‖

∫ t

0
(|t− t′|)−α(r)‖f(t′)‖

Ḃ
β(r)
r̄ (Hn)

dt′‖Lq(I).

Par l’inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev en temps ([7], p. 117),

‖
∫ t

0
|t− t′|−α(r)‖f(t′)‖

Ḃ
β(r)
r̄ (Hn)

dt′‖Lq(I). ≤ C‖f ; Lq̄(I, Ḃ
β(r)
r̄ (Hn))‖,

car qu’on a à ici 1/q + 1 = α(r) + 1/q̄. On a donc démontré

‖U(R) ∗t f ; Lq(I, Ḃ−β(r)
r (Hn))‖ ≤ C‖f ; Lq̄(I, Ḃ

β(r)
r̄ (Hn))‖, (14)

où U(R) désigne U ou UR. Maintenant dans le cas retardé ou non, l’estimation (14) correspond
au cas diagonal (q1 = q2, r1 = r2) du cas limite 2/qi = α(ri), i. e. ρi = −β(ri). Pour le cas
en dehors de diagonal, on utilise l’argument arbitraire de dualité comme dans [6, 18], voir le
détail de démonstration dans [1]. On a donc démontré la proposition 1.
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