C. R. Acad. Sci. Paris, t. 325, Série 1, p. 257-260, 1997
Analyse mathématique/Mathematical Analysis

Remarque sur la régularité de solutions faibles
d’équations elliptiques semi-linéaires

Jean-Yves CHEMIN et Chao-Jiang XU

J.-Y. C. : Analyse Numérique, Tour 55-65, 5° étage, BP 187,
Université Pierre-et-Marie-Curie, 4, place Jussieu, 75230 Paris CEDEX 05, France.

E-mail : chemin@ann.jussieu.fr

C.-J. X. : Analyse et Modéles Stochastiques, UPRESA 6085, Université de Rouen,
76821 Mont-Saint-Aignan, France.
E-mail : Chao-Jiang. Xu@univ-rouen.fr

Résumé.  Nous présentons dans cette Note une démonstration simple d’un résultat classique de
régularité des solutions d’une famille de systémes elliptiques semi-linéaires, dont un
exemple est le systtme d’Euler-Lagrange des applications harmoniques. La méthode
de démonstration repose sur I'utilisation des espaces de Besov.

Regularity of weak solutions
of some semilinear elliptic systems

Abstract.  We present in this Note a simple proof of a classical result of regularity for solutions
of a family of semilinear elliptic systems. An important example of such a system is the
Euler-Lagrange system of harmonic maps. The method used in the proof relies on the
use of Besov spaces.

1. Enoncé des résultats

Nous allons utiliser 1a théorie des espaces de Besov pour donner une démonstration simple de la
régularité des solutions faibles pour la classe suivante d’équations elliptiques semi-linéaires :

9 ou ou? JuF .
Y e (a (x>__) T, )G <0, =1 N
a,B=1 a,B=1 j,k=1
Un cas particulier de (1) est le syst¢tme d’Euler-Lagrange des applications harmoniques. Dans [2] et

[3], l'existence d’une solution faible u appartenant 3 H! N C* avec 1/2 < s < 1, est démontrée en
utilisant le principe variationnel. Dans [6], O. Ladyzhenskaya et N. Ural’tseva ont démontré qu’une
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telle solution est C'°. J. Jost (voir [4]) et G. Lieberman (voir [7]) ont revisité cette démonstration.
Nous allons redémontrer ce résultat de régularité C'° avec une méthode différente et simple.

THEOREME 1. — Soient @ C R™,n > 2, et u € HL (RN) N C () une solution faible du
systéme (1) avec 1/2 < 8 < 1. On a alors u € C™.
Pour simplifier les notations, on démontre le théoréme seulement pour NV = 1.

2. Espaces de Besov, paramultiplication et reste
Nous donnons une définition des espace de Besov par la théorie de Littlewood-Paley. Comme dans

~[1], il existe une partition de 1’unité dyadique, c’est-a-dire deux fonctions x et ¢ telles que

VEER™, 1=x(8)+ ) p(27%),

g0

avec x € C§°(B(0,4/3)),¢ € C§°(Cy), ou Co = {¢€ € R™;3/4 < |€] < 4/3}. On définit alors
I’opérateur :
Lgu= (27 Dyu = F (p(279)a(€))-

DEFINITION 2. — Pour s € R, p, € [1,+00], on définit I’espace de Besov B, ,. par :
By, = {u € 8 [|10qullze < g27%, (¢q)gen € €7},

muni de la norme [lull,, — = [I(2°°]|Aqull,» )genller.

Remarque. — On a B3 , = H®, I'espace de Sobolev d’indice s, et B, ., = C, I'espace de Holder
d’indice a. Pour s > n/p, on a By, C L>=.
Pour u € &', on a la convergence dans S’ de la série

+o0
U= Z Agu.

g=-—1
Et pour un couple (u,v), on a formellement
wv = T,v + Tyu + R(u,v)

avec
T = Z Sq—1(uw)vg = Z ( Z Aq/u) JAWRY

q q —1<¢'<q-2

et
R(u,v) = Z Dgulgv.
lg—q'|<1
On a alors les résultats essentiels suivants :
THEOREME 3. — i) Si u € L, on a pour tout s € R,

[Tl

oy, < Cllullzeloll,

ii) Si uw € B, .,p <0, on a pour tout s € R,

ITuvll v, < Cllullsg, . l]

.
3t
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l+i,ona:

iii) Poursl+sz>0,%=pi1+ﬁ<1,%=min(1,‘r1 ~

1B, )., 4., < Cllul

s1+s2 ~—
T

oo Moll,.
P1.7T1 P2,7T2

iv) Si L est un opérateur elliptique d’ordre m, alors pour tous s,p,r,

L:B;, — B,

p,T ?

est un isomorphisme.
La démonstration de ce théoréme se fait par simple redécoupage de séries T,,v et R(u,v). Nous
renvoyons & [8] pour de plus amples détails.

3. Démonstration du théoréme 1

Elle est basée sur le lemme suivant :

- LEMME 4. — Soit (s,a) un couple de réels tels que s > 2 et 1/2 < a < 1. Il existe alors une
constante strictement positive C > 0 telle que, pour tout triplet de fonctions (u,v,w) tel que

u€ B; ,NC*, (v,w) € (B{ 2N C“‘l)z,
on ait

lwvw|

g+ < Cllulls; _eoe [0l -1 ngei ol gt ncacs-

Démonstration. — Pour deux fonctions « et v, on a, en utilisant le théorme 3 et le fait que 1/2 < «,

||“”||B;;§nca—1 < C||“||Bf,mnC““U| B lnCe-1-
En effet, pour
uwv = T,v + Tyu + R(u,v),

on a pour s > 1,

[Tuvllce-r < Cllullz=llvlice—r < Cllullos|[vlica-1,

1T ullgza~s
|1R (%, v)]|cza~
| Tl

1Tl B e

1R, )55

s~1
Bl,ee

De ceci, ’on déduit que

l[uvllce-

et

[[wol

52 < Clul

< Cllvlige-1llullce,
< Cllica-llullce;
< Cllulleslvlips-2,
< Clollga-allullsg

< Clullceliel -1-

+ < Clullee flofiga-s

B; _nC= llv|

s—1 -1
B inCe
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Posons maintenant A = wv, et Aw = Taw + T,,A + R(A,w). Pour s > 2 et % <a<l,le
théoreme 3 implique alors que

ITaw] g -2v0 < CllAllor foll s
et que
1T A+ R(A, )] 200 < OllAll g wllcor.

d’ou le lemme.
Prenons maintenant, sur un ouvert 2 de R”, I’équation suivante :

8u du
(2) pu_Zb,,(x ") g B

ot P désigne un opérateur elliptique du second ordre. Remarquons que si u € C2 () HL (), on
a alors

déf du Ou 1

Ai; = ai,j(u)g(—?; € Lj, ().

Il est clair que L' est continiment inclus dans By __. Ainsi donc, A;;(u) appartient 2
'espace (BY . )ioc(€2). L’équation (2) implique alors que u E (Bf,m)loc(ﬂ) (voir [8]).
Nous allons maintenant démontrer que, pour tout entier £ > 0, si u est une solution de (2), alors

(3) u € (BIF)0e N CR(R) = u € (B EF%)100(00),

ce qui, par récurrence, entrainera que u € [),50(B; o )i0c(€2), donc que u € C°°. La démonstration

de (3) est tres simple. D’aprés le théoréme de paralinéarisation de Y. Meyer (voir [8]), I'espace

L N (Bf o )10c(§2) est stable par composition a gauche par des fonctions C°. Ainsi donc, les

fonctions a;;(%) appartiennent a (ijgfa)loc N C2.(2). Apres localisation, le lemme 4, appliqué
avec s = 2 + ko, assure que

ou Ou

@55 (") 3. 3z,

2 ]

(B(k-H)& IOC(Q) ]

En utilisant & nouveau I’ellipticité de I'équation (2), on a u € (BZ+<'°+1)“) 10c(€2). Le théoreme 1
est finalement démontré.

Note remise et acceptée le 28 avril 1997.
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