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Résumé. Dans cette Note, on donne une démonstration des estimations jusqu’au bord des fonctions
de Green associées aux opérateurs de Hörmander. 2000 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Remarks on Green’s functions associated to Hörmander’s operators

Abstract. In this Note, we prove estimates up to the boundary for Green functions associated with
operators of Hörmander. 2000 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

1. Énoncé des résultats

Dans cette Note, on donne une nouvelle démonstration des estimations des fonctions de Green associées
aux opérateurs de Hörmander. Cette méthode permet de plus d’obtenir des estimations jusqu’au bord et
s’étend à des opérateurs plus généraux à coefficients non réguliers.

SoientΩ̃ un ouvert deRn, X = (X1, . . . ,Xm) un système de champs de vecteurs de Hörmander défini
sur Ω̃, c’est-à-dire queX1, . . . ,Xm et leurs commutateurs jusqu’à un certain ordrer, engendrent l’espace
tangent. On note parρ(x, y) la métrique associée àX ; B(x, δ) désigne la boule associée àρ.

Soit Ω b Ω̃. Une fonctionG : Ω × Ω → R+ ∪ {+∞} est appelée fonction de Green associée à
H =

∑m
j=1X

∗
jXj siG ∈C0(Ω×Ωr4) et si pour touty ∈Ω on a

HG( · , y) = δy, G( · , y)|∂Ω = 0.

L’existence deG a été démontrée dans [1]. On démontre dans cette Note les estimations suivantes :

THÉORÈME 1. –Supposons que∂Ω soit C∞ et non caractéristique, alors il existeC1 > 0 tel que

G(x, y)6C1ρ(x, y)2
∣∣B(x, ρ(x, y)

)∣∣−1
, x, y ∈Ω, (1)
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et, pour toutΩ′ bΩ, il existeC2 > 0 tel que pour toutx, y ∈Ω′ :

C2ρ(x, y)2
∣∣B(x, ρ(x, y)

)∣∣−1 6G(x, y). (2)

La démonstration de ce théorème s’étend aux opérateurs de la forme
∑
X∗j (aijXi ·) où (aij) est une

matrice définie positive à coefficientsL∞(Ω).

2. Les lemmes préliminaires

Pour simplifier les notations, on suppose queX est générique ;Xj(x) désigne le sous-espace de
TxΩ engendré par les commutateurs desX1, . . . ,Xm d’ordre inférieur ou égale àj, alors Q =∑r
j=1 j

(
dimXj(x)− dimXj−1(x)

)
est constante, et il existeR0 > 0, C > 0, tels que :

∣∣B(x,2R)
∣∣6C∣∣B(x,R)

∣∣, 0<R6R0, ∀x∈Ω. (3)

Pour16 p <+∞, on définit les espaces de fonctions :

M1,p(Ω) =
{
f ∈ Lp(Ω) ; Xf ∈ Lp(Ω)

}
,

M1,p
0 (Ω) la fermeture deC∞0 (Ω) dansM1,p(Ω) etM1(Ω) =M1,2(Ω).
On a les trois inégalités suivantes (voir [1,3,5]) :

‖ϕ‖L2(Ω) 6C‖Xϕ‖L2(Ω), ∀ϕ ∈M1
0 (Ω) ; (4)

il existeR0 > 0, C(R0)> 0, tels que pour tout0<R6R0, u∈M1(B(x0,R)) :

‖u− uR‖L2(B(x0,R)) 6C(R0)R‖Xu‖L2(B(x0,R)) ; (5)

‖f‖L2Q/(Q−2)(Ω) 6C‖Xf‖L2(Ω), ∀f ∈M1
0 (Ω), (6)

où‖Xϕ‖L2(Ω) =
[∑m

j=1 ‖Xjϕ‖2L2(Ω)

]1/2
.

Comme dans [7], on a le principe du maximum pour les solutions faibles.

LEMME 1. –SoientQ/2< q 6+∞, f ∈ Lq(Ω) etu ∈M1(Ω) une solution de l’équationHu= f , on
a alors

ess sup
Ω
|u|6 ess sup

∂Ω
|u|+C‖f‖Lq(Ω)|Ω|2/Q−1/q.

On a aussi l’inégalité de Harnack :

LEMME 2. –Soitu ∈M1 ∩ L∞(Ω), u > 0, une solution de l’équationHu = 0 sur Ω. Alors il existe
R0 > 0, C > 0 tels que pour tout0<R6R0 et toute bouleB(x0,2R)⊂Ω :

sup
B(x0,R)

u6C inf
B(x0,R)

u.

C’est le résultat de [1], mais pour les opérateurs de type
∑
Xj(aij(x)Xi ·) ; on utilise l’inégalité (6) et

l’itération de Nash–Moser ; la démonstration est standard.
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3. Démonstration du théorème

Pour y ∈ Ω, et δ > 0 suffisamment petit vérifiantB(y, δ) ⊂ Ω, on étudie les solutions faiblesGδy ∈
M1

0 (Ω) du problème suivant :

(
HGδy, ϕ

)
=−
∫

B(y,δ)

ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈M1
0 (Ω). (7)

Rappelons que la norme deLp∗(Ω) est définie par‖f‖Lp∗(Ω) = supt>0 t|{x∈Ω; |f(x)|> t}|1/p.

PROPOSITION 1. – Il existe une solution faibleGδy ∈ M1
0 (Ω) de (7) et elle vérifie les propriétés

suivantes:
(i) il existeδ0 > 0 etC > 0 tels que pour tout0< δ 6 δ0,∥∥Gδy∥∥L

Q/(Q−2)
∗ (Ω)

6C,
∥∥XjG

δ
y

∥∥
L
Q/(Q−1)
∗ (Ω)

6C, j = 1, . . . ,m ;

(ii) il existeC ne dépendant pas deδ tel que:

Gδy(x)6
{
Cρ(x, y)2|B(x, ρ(x, y))|−1 si ρ(x, y)> 2δ,
Cδ2|B(y, δ)|−1 si ρ(x, y)6 2δ.

Démonstration. –Le théorème de Lax–Milgram entraîne l’existence deGδy ∈M1
0 (Ω). Et le principe du

maximum impliqueGδy > 0.
Pourt > 0, on poseϕ(x) = max

{
0,1/t− 1/Gδy

}
, etΩt =

{
x ∈Ω; Gδy > t

}
, on a

(
HG(·, y), ϕ

)
=

∫
Ωt

m∑
j=1

XjG
δ
yXjG

δ
y

(
Gδy
)−2

=−
∫

Bδ

ϕ6 1

t
.

Commev(x) = max
{

0, logGδy − log t
}
∈M1

0 (Ω), (6) entraîne

(2t)(log 2)2|Ω2t|(Q−2)/Q 6 (2t)

[∫
Ω2t

(
log

Gδy
t

)2Q/(Q−2)](Q−2)/Q

6C,

ce qui démontre
∥∥Gδy∥∥L

Q/(Q−2)
∗ (Ω)

6C.
Maintenant le principe du maximum entraîne,

Gδy(x)6C‖χB(y,δ)‖Lq(Ω)|Ω|2/Q−1/q,

en faisant tendreq versQ/2, on a pour toutx ∈Ω,

Gδy(x)6C δ2
∣∣B(y, δ)

∣∣−1
.

On a donc démontré (ii) pourρ6 2δ. PourR= ρ(x0, y)> 2δ, commeLGδy = 0 surΩrB(y, δ), l’inégalité
de Harnack achève la démonstration du (ii).

Pour la deuxième estimation de (i), on a

∥∥XGδy∥∥2

L2 =−
∫

B(y,δ)

Gδy 6
∣∣B(y, δ)

∣∣1/Q−1/2∥∥Gδy∥∥L2Q/Q−2(Ω)
6C

∣∣B(y, δ)
∣∣1/Q−1/2∥∥XGδy∥∥L2(Ω)

.
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En utilisant l’estimation de (ii), on a∫
ΩrB(y,δ)

m∑
j=1

∣∣XjG
δ
y

∣∣2 6CR−2

∫
B(y,R)rB(y,R/2)

∣∣Gδy∣∣2 6CR2
∣∣B(y,R)

∣∣−1
.

PosonsR= t−1/(Q−1) et Ωt =
{
x∈Ω;

∑m
j=1 |XjG

δ
y(x)|2 > t2

}
, on a alors

∣∣Ωt ∩ (ΩrB(y,R)
)∣∣6C(t−1

)Q/(Q−1)
.

D’autre part, on a trivialement, en traitant les casR6R0 etR>R0,∣∣Ωt ∩B(y,R)
∣∣6 ∣∣B(y,R)

∣∣6CRQ =C
(
t−1
)Q/(Q−1)

.

On a alors obtenu|Ωt|6C(t−1)Q/(Q−1). Par définition de la norme deLp∗, on a démontré (i). 2
Démonstration du théorème. –Il existeC > 0 tel que pour touts ∈ [1,Q/(Q− 1)[ ,

∥∥Gδy∥∥M1,s
0 (Ω)

6 C.

Soient(δν)↘ 0 et(sν)↗Q/(Q−1). Le processus diagonal assure l’existence d’une limiteGy ∈M1,s
0 (Ω)

pour touts <Q/(Q− 1) et

‖Gy‖LQ/(Q−2)
∗ (Ω)

6C, ‖XGy‖LQ/(Q−1)
∗ (Ω)

6C.

En utilisant le théorème de Rellich, on a queGδµy (x)→Gy(x) pour presque toutx ∈Ω. CommeGδy , etGy
sont continues surΩr {y}, alors (1) est une conséquence de (ii) de la proposition.

Pour (2), soientx, y ∈ Ω, ρ(x, y) < (1/2)distρ(y, ∂Ω) et r = ρ(x, y), choisissonsϕ ∈ C∞0 (B(y, r)),
ϕ(x) = 1, x ∈B(y, r/2), en utilisant l’inégalité de Harnack, on a

1 =

∫
r
26ρ(z,y)6r

m∑
j=1

XjG(z, y)Xjϕ(z) dz 6Cr−1

∫
r
26ρ(z,y)6r

∣∣XG(z, y)
∣∣dz

6Cr−3
∣∣B(y, r)

∣∣3/2( sup
r
46ρ(z,y)6 3r

2

G(z, y)2
)1/2

6Cr−2
∣∣B(y, r)

∣∣ inf
r
46ρ(z,y)6 3r

2

G(z, y),

d’où (2), ce qui achève la démonstration du théorème.2

* Le travail du second auteur est partiellement financé par la NNSF de Chine.
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