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Résumé. Dans cette Note, on donne une démonstration des estimations jusqu’au bord des fonctions
de Green associées aux opérateurs de Hormand@900 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Remarks on Green’s functions associated to Hormander’s operators

Abstract. In this Note, we prove estimates up to the boundary for Green functions associated with
operators of Hormanderl 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

1. Enoncé des résultats

Dans cette Note, on donne une nouvelle démonstration des estimations des fonctions de Green asso
aux opérateurs de Hormander. Cette méthode permet de plus d'obtenir des estimations jusqu’au bor
s'étend a des opérateurs plus généraux a coefficients non réguliers.

Soient(2 un ouvert deR™, X = (Xq,...,X,,) un systétme de champs de vecteurs de Hérmander défini
sur(), c’est-a-dire queXy, ..., X, et leurs commutateurs jusqu’a un certain ordrengendrent I'espace
tangent. On note par(x,y) la métrique associée¥; B(z, ) désigne la boule associéga

Soit © € Q. Une fonctionG : Q x Q — R, U {+oo} est appelée fonction de Green associée a
H=Y" X:X;siGeC'(1xQ~\ A)etsipourtoutyc Qona

Jj=

L'existence d&~ a été démontrée dans [1]. On démontre dans cette Note les estimations suivantes :

THEOREME 1. —Supposons queX) soit C> et non caractéristique, alors il existe, > 0 tel que

G(z,y) < Cip(z,y)*[B(z, p(z,v)| ") @,y (1)
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et, pour tout)’ € 2, il existeCy > 0 tel que pour toutr,y € Q' :

Cap(w,y)*|B(z, p(w, )| < Gla,y). 2)

La déemonstration de ce théoreme s'étend aux opérateurs de la Jormg(a;; X; -) ou (a;;) est une
matrice définie positive & coefficierts©(€2).

2. Les lemmes préliminaires

Pour simplifier les notations, on suppose glieest générique ;X;(x) désigne le sous-espace de
T,Q engendré par les commutateurs d&s,..., X, dordre inférieur ou égale g, alors Q =
>i—1 j(dim Xj(z) — dim ;1 (x)) est constante, et il existy > 0, C > 0, tels que :

|B(z,2R)| < C|B(z,R)|, 0<R< Ry, Vo e ©)

Pourl < p < 400, on définit les espaces de fonctions :
MYP(Q)={feLP(Q); X[eLl(Q)},

My?(Q) la fermeture de&Cg® (Q) dansM ' 2(Q) et M1 (Q) = M2(Q).
On a les trois inégalités suivantesir [1,3,5]) :

lellz) < Ol X @llLz), Vo€ My(Q); 4)
il existe Ry > 0, C'(Ro) > 0, tels que pour toud < R < Ry, u€ M'(B(xo, R)) :

C(Ro)R|| X ullL2(B(wo,R)) 5 (5)
CIX fllrey, Vf €M), (6)

lu =R |L2B(w0,R))

NN

[ llL2e/@-2 (0

N m 1/2
ou || X[z (o) = [Zj:l ||Xj<PH%2(Q)} .
Comme dans [7], on a le principe du maximum pour les solutions faibles.

LEMME 1.-SoientQ)/2 < ¢ < +oo, f € L4(Q2) etu € M1(Q2) une solution de I'équatiodi v = f, on
a alors

ess sup |u| < ess sup |u| + C|‘f|‘Lq(Q)|Q|2/Q—1/q.
Q a0
On a aussi l'inégalité de Harnack :

LEMME 2.-Soitu € M NL>®(Q2), u > 0, une solution de I'équatiod/u = 0 sur Q2. Alors il existe
Ry >0, C >0 tels que pour toud < R < Ry et toute bould(z(,2R) C Q2 :

sup v <C inf wu.
B(zo,R) B(zo,R)

C’est le résultat de [1], mais pour les opérateurs de Yyp&; (a;;(z)X; -) ; on utilise I'inégalité (6) et
I'itération de Nash—Moser ; la démonstration est standard.
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3. Démonstration du théoreme
Poury € Q, et § > 0 suffisamment petit vérifianB(y, ) C Q, on étudie les solutions faible@;j €
M} (€) du probléme suivant :

(HGg, <p) :][ o(x)dz, Ve My(Q). @)
B(y,9)

Rappelons que la norme d&(2) est définie paff f|

Lr(0) = Supsso tl{z € Q5 [f(x)] > t}M/P.

PrROPOSITION 1. Il existe une solution faibleGg € M}(Q) de (7) et elle vérifie les propriétés
suivantes
(i) il existedy > 0etC > 0 tels que pour toud < 6 < o,

||G§||Lg/<ce—2>(9) <C, HXjGZHLg/(Q—l)(Q) <C, j=1,...,m;
(i) il existeC' ne dépendant pas detel que:

G0 (z) < { CPLE ) B, pley) ™" sip(r,y) > 26,
v C8%[B(y, o) sip(z,y) < 26.

Démonstration. +e théoréme de Lax—Milgram entraine I’existenceagee Mg (€2). Et le principe du
maximum impliqueG?, > 0.
Pourt > 0, on posep(z) =max{0,1/t—1/G}, etQ, = {z € Q; G5 >t},ona

- - 1
(HGCwo) = [ Y X,6x,65E) =] o<y,
tj=1 5

Commey(z) = max{0,log G} —logt} € My (Q), (6) entraine

<0,

G2\ 29/(@-27(@-2/Q
7))

(2t)(log 2)2[Qyy |(@=2/Q < (2t) [/ (log
Qo

ce qui démontr#GjHLQ/(Q_g)(Q) <C.
Maintenant le principe du maximum entraine,

Gl (z) < C[Xp(y.0)llLac 1> 974,
en faisant tendre vers@ /2, on a pour tout: € €,

GO () < C6[B(y,0)] .
On adonc démontré (ii) powr< 26. PourR = p(zg,y) = 26, commeLG;j =0surQ2\ B(y,9), I'inégalité
de Harnack achéve la démonstration du (ii).

Pour la deuxiéme estimation de (i), on a

X = f, < Bw O ooy < OB x|

L2(Q)"

435



C. Cancelier, C.-). Xu

En utilisant I'estimation de (ii), on a

/ S|XGE P < oR G3|* < CR?B(y. B)| .
QNB(y.8) j=1 B(y,R)~B(y,R/2)

Posonsk =t~ /@~ etQ; = {z € Q; 31", |X;G4(x)]> >}, on aalors

2, (2 B(y, R))| <C(t) ¥ 9.
D’autre part, on a trivialement, en traitant les ¢ast Ry et R > Ry,
2, NB(y, R)| < [B(y, R)| < CR? = (¢ )V,

On a alors obten{f),| < C(t~1)@/(@=1 Par définition de la norme d&, on a démontré (i). O

Démonstration du théoréme Ikexiste C' > 0 tel que pour tous € [1,Q/(Q — 1)[, |G} 1.+ ) < C-
0

Soient(s,) \, 0O et(s,) / Q/(Q—1). Le processus diagonal assure I'existence d’une litijte M,"*(£2)
pour touts < Q/(Q — 1) et

Gyl er@-2 g <C, [XGyll ere-n g <C.

En utilisant le théoréme de Rellich, on a 0@% (z) — G, (z) pour presque tout € 2. CommeG?, etG,,
sont continues suk . {y}, alors (1) est une conséquence de (ii) de la proposition.

Pour (2), soientz,y € Q, p(x,y) < (1/2)dist,(y,0Q) etr = p(z,y), choisissonsy € C3°(B(y,r)),
p(z) =1, x € B(y,r/2), en utilisant 'inégalité de Harnack, on a

1:/T ZX_,»G(z,y)ngo(z)dngrfl/T |XG(z,y)‘dz

F<p(2:y)ST =1 5<p(z,y)<r

inf G(z,v),

1<p(z,y)<3F

< Cr*3|B(y,7")\3/2( sup G(Z7y)2)1/2 <Cr7?[B(y,r)

2<p(zy)<3

d’'oul (2), ce qui acheve la démonstration du théorente.

* Le travail du second auteur est partiellement financé par la NNSF de Chine.
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