THEOREMES DE TRACE ET DE RELEVEMENT
SUR LE GROUPE DE HEISENBERG

H. BAHOURI & J.-Y. CHEMIN & C.-J. XU

1. INTRODUCTION

On démontre dans ce travail des théoremes de trace et de relevement pour les espaces de
Sobolev associés a un systeme de champs de vecteurs satisfaisant la condition de sous ellipticit
de Hormander. Rappelons cette condition. On dit que le systeme P = {P,...P,,} satisfait la
condition de Hérmander d’ordre 2 si le systme {Pi,...Py,, [P;, P;]} est de rang maximal. On
s’intressa plus spcialement au systme de champs de vecteurs associ au groupe d’Heisenberg
H. 11 s’agit du systeme de champs de vecteurs

Xj =0 +y;jOs, Yj=0,, —x;0s5; j=1,..d, sur R4+,

Notons que le rang de {X7,...X4, Y7,..Yy, [X;, Yi]} est égal & 2d + 1 et que, pour tout i, le
champ de vecteurs X; commute avec tous les champs du systme 1’exception de Y;.

Etant donn un systme de champs de vecteurs P satisfaisant la condition de Hormander
I'ordre 2, on associe chaque entier positif k£ € N, ’espace de Sobolev d’indice k dfini par

H*(P) = {u € L*(R"); P’u € L*(R"),|J| < k}
ot Pon convient que P’ = Py ...Py, si J = (J1,..., Jy) et |J| = L.

Pour ce type d’espaces de Sobolev, on a presque des propriétés trs analogues celles des
espaces de Sobolev usuels, par exemple les injections de Sobolev (I'indice de Sobolev étant
donné, dans le cas du groupe de Heisenberg H¢, par la dimension homogene 2d + 2), inégalité
de Poincaré, propriétés d’isomorphisme pour l'opérateur —Ap = ZT:1 PJ*P] De plus, le
thorme de sous ellipticit de Hérmander implique que H?(P) est inclus dans ’espace de

Sobolev usuel H.

Pour s € R, les espaces de Sobolev H®(P) peuvent étre définis de multiples faons:
soit par dualit et interpolation, soit par le calcul de Weyl-Hormander, (voir [7]) soit par
I'introduction d’un module de continuité, (voir [4]) soit dans le cas du groupe de Heisenberg
par la décomposition de Littlewood-Paley en utilisant la transforme de Fourier sur le groupe
d’Heisenberg (voir [1] et [2]).

Concernant le probléme de trace et de relevement pour H*(P), le premier résultat est
dia a Derridj, il a montré que dans le cas non caractéristique, I'opérateur de trace envoie
contintiment H'(P) dans L?; par la suite, I. Pesenson a résolu dans [14] le probléme de trace
pour H*(X) dans le cas non caractéristique avec s > 1, enfin, S. Berhanu et I. Pesenson ont
obtenu dans [4] un théoreme de trace et de relevement pour H'!(P) dans le cas d’une surface
non caractéristique X, pour laquelle Ps, la projection du systeme P sur 1Y parallelement
a un champ de vecteurs de P transverse a Y, satisfait encore la condition de Hormander
I'ordre 2.

Sminaire: quations aux Drives Partielles, 1999-2000, Exp. No. VIII, 18 pp., Smin. qu. Driv. Partielles,
cole Polytech., Palaiseau, 2000.
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Dans ce travail, nous avons résolu le probleme des traces pour H*(P) dans le cas général
non caractéristique avec s > % La démonstration de ce premier résultat repose sur le calcul
de Weyl-Hormander ; il implique en particulier que la trace est une application continue
de H*(P) dans I'espace de Sobolev usuel H2 1 sur 3.

En utilisant la théorie d’interpolation et les résultats de C. Cancelier- J.-Y. Chemin et C.-
J. Xu, on peut interpréter ’espace de trace, dans le cas d’une surface ¥ non caractéristique
pour le systéeme P, comme suit :

Théoreme 1.1. Désignons par ~y l'opérateur de trace sur > ; pour tout entier k > 1,
Uapplication v se prolonge en une application continue surjective de l’espace Hk(P) sur l’es-
pace [L*(2), H¥?(2) N H*(Pg)] . .

Le second résultat que nous avons établi traite d’un point caractristique isol dans le cadre
du groupe de Heisenberg (voir théoréme 4.1 ci-aprs), il est obtenu comme conséquence du
thorme ci-dessus. En utilisant 'invariance par scaling et grace a une partition de I'unité bien
appropriée, on ramene le probleme au cas non caractéristique.

La motivation principale de ce travail est le probleme de Dirichlet sur le groupe de Heisen-
berg apparaissant de maniere évidente dans 1’étude des problemes de Yamabe C.R ou de
courbure de Webster lorsqu’ils sont considérés via des méthodes variationnelles.

Le plan de ce texte est, le suivant :

Etude d’'un cas modele.

Enoncé du résultat dans le cas non caractéristique.

Cas caractéristique : Enoncé du résultat et preuve.

Calcul de Weyl-Hormander.

Une preuve “élémentaire” dans le cas des indices entiers

. Un apercu de la preuve pour les indices non entiers.
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2. ETUDE D'UN CAS MODELE

Dans cette section, on va donner une preuve élémentaire du théoreme 1.1 dans le cas
particulier ot P = {0,,,710,} et ¥ = {(z1,72) € R? 27 = 0}. Comme Ps = {0}, le
théoreme 1.1 se formule pour ce systeme de la maniere suivante.

Théoréme 2.1. L’application trace v sur 3 se prolonge en une application continue surjective
k k
de H*(P) sur Hifi(]R), lespace Hffi(]R) désignant l’espace de Sobolev usuel.
Remarques
(1) La preuve de ce théoreme s’adapte de maniere triviale au cas général de Py, = {0}.

(2) Pour le systeme P, = {0z,,2]"0z,},m > 1, on obtient par une lgére modification de
la preuve ci-dessous que

v« H*(Pp) — H71 %070 (R)

est continue surjective.
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Preuve : En posant, pour t € R et u € D(R?), v;(u)(z2) = u(t,72), on a, en dsignant
par 42 la transforme de Fourier de u par rapport la seconde variable,

@2, = /<awﬂﬁrﬁm@n%@

H51(R)

= /<€2 >k / !u (w1, &) Pda1déy
= 2/ < €y >k /t (gzl (21,&)|a (961,52))619516152-

—00

D’aprs une ingalit de Cauchy-Schwarz, il vient

_1 < ou? 1/2
”%5(“)”2 k_1 S 2/ <€2 >k é (/ 87.%'1<x17£2)‘ d$1>

H2~1(R) oo
o 1/2
< ( / (1,6 dEs

—0o0
[l

Mais, d’aprs le thorme de sous ellipticit, on a H*~1(P) c H%(RQ). Donc 0., u appar-
tient Hg_%(]R) Comme k est plus grand que 1, on a Hg_%(R) C LQ(R,Hg_%(R)) d’ott la
continuité de 7.

IN

2|0z u|

RHESIR) 2R HEE (R)

Soit a présent v dans Hgfi(R) ; posons
u(wy, wa) = Fp,' (x(z1 < & >%)(62))

2

ou x est une fonction de D(R) valant 1 en 0. Il est alors clair que y(u) = v ; par ailleurs,
pour ki + 2ko + k3 < k,on a

(2185,)" 05205 ull p2rey = /leaxz (022)" (8 ) ulr, x2) [Pday da

k-
:C/WH?%<@>5%@m<@>WW@WMM@

IN

k k R _
C/ i ®) () < & > HRHT G(6) 2 < & > dydes

IN

k 1
C/\yllx(k3)(y1)!2 < & >3 [0(&) Pdyidés
< 2 .

< ol y_y ()
D’oti la surjectivité de ’application ~.

3. ENONCE DU RESULTAT DANS LE CAS NON CARACTERISTIQUE.

Désignons par X' le C*°-module des champs de vecteurs engendré par P = (P, ..., Py,) et
considrons une hypersurface C*° de R", note X.

Définition 3.1. On dit que ¥ est non caractéristique pour P si, pour tout x € X, X|, n’est
pas inclus dans T, 3.

On désigne par Xy, le sous-espace de T'Y. défini par Xx|, = T, X N X|,.

Remarque

Soit z un point de X ; I'hypersurface ¥ étant non caractéristique en x pour P, il existe P;
un champ de vecteurs de P transverse & ¥ au point x, on peut alors voir Xy, comme la
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projection de X|, sur I'espace tangent T, % parallelement a Pj(z). Il est clair que ce sous
espace est indépendant du choix de P;.

Le lemme suivant explicite la structure de Xs; dans le cas particulier ou X est le C°°-module
engendré par les champs de vecteurs invariants a gauche sur le groupe de Heisenberg.

Lemme 3.1. Considrons une hypersurface ¥ de R?4*! non caractéristique pour le C*-module
de champs vecteurs X sur R*41 engendré par X = {X1,..., Xaq, Y1, ..., Yy}, alors Xs, satisfait
encore la condition de Hormander a l’ordre 2.

En désignant par v 'opérateur de trace sur 3, on a démontré dans le cas ol X est non
caractéristique pour X le thorme suivant.

Théoréeme 3.1. Si s > %, alors
v HY(X) — HV2(Xy)
est une application continue surjective.

Dans le cas général d'un systéme de champs de vecteurs P = (P, ..., P,,) satisfaisant la
condition de Hormander a 'ordre 2, apres localisation, projection parallelement a un champ
de vecteurs transverse et extension, on se ramne au cas suivant:

n
P =0, , Pj= ZPf(:L‘l,a:')(?me avec j€{2,.m} et ¥ ={(x1,2')eR" ; x =0}
=2
On définit le poids associé

M(z,8) = (& + m(x, &))" o m(,)? =D Pz, 2, &)+ < ¢ >.
j=2

En vertu des résultats de C. Cancelier, J.-Y. Chemin et C.-J. Xu dmontrs dans [7], on a
H*(P) = H(M?).

Il s’agit d’une définition ” la Littlewood-Paley” de H*(P) faisant appel au calcul de Weyl-
Hoérmander qui offre une bonne procédure de localisation dans I’espace des phases. L’étude des
espaces de Sobolev abstraits dans le contexte du calcul de Weyl-Hormander a été développée
dans [5], [6], [7] et [8].

En désignant par m la restriction de M a T*3:, on a, dans le cas non caractéristique, obtenu
le résultat suivant.

Théoreme 3.2. Si s > %, alors
s s H(M®) — H(m*'/?)
est une application continue surjective.
Il s’agit du théoreme clef de cette section. Sa preuve est une adaptation de la preuve du
théoreme de trace classique au contexte du calcul de Weyl-Hérmander.
4. CAS CARACTERISTIQUE : ENONCE DU RESULTAT ET PREUVE.

Pour le cas caractéristique, on s’est limité au groupe de Heisenberg et notre approche qui
consiste a se ramener au cas non caractéristique en utilisant I’invariance par scaling ne peut
étre adaptée au cas général.

Les points caractéristiques sur une surfaces de H peuvent avoir une structure assez com-
plique. Dans un souci de simplification, nous nous limiterons dans cet exposé au cas de
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Ihyperplan ¥g = {s = 0}. Il posséde un seul point caractéristique (0,0,0). Pour plus de
dtails sur la nature des points caractristiques pouvant tre traits, voir [3].

Le premier point essentiel dans 1’étude des points caractéristiques de ce type est la con-
struction d’une partition de l'unité adéquate. Pour ce faire, considérons une fonction ¢
de D(R\{0}) telle que

o0
Vi, 0< [t <1, ) p(2Pt) = 1.
p=0
Pour u € S(R?¥+1) & support dans {p(z,y,s) < 1} on
pla,y.s) = (2> +1y[*)? + %)V

est la norme de Heisenberg, on écrit

o0
=3
p=0

ot gp(x,y,s) = ¢(2Pp(z,y,s)). Calculons maintenant X (¢,u), d’apres la formule de Leibnitz,
on a

X(ppu) = opXu+uXpp.
Or, Xy, = 2P¢'(2Pp) X p et comme pour p < 1,|Xp| < ¢, on obtient

IX (ppu)ll7e < C2%|lgpullfe + 2l ppXul7..

Par définition de ¢, on a 22P ~ p~2 sur le support de gog,u; on en déduit que
! ul?
22p||<,0;)u||%2 < C’/dedyds.
p

Les fonctions cp;,u et <p;u étant a supports disjoints deés que |p — p’| est assez grand, on a

[e.9]

2
U
ZQQPH@;uH%g < C/‘Ld:vdyds
p=0 P
d’ou le lemme suivant en vertu de l'inégalité de Hardy sur le groupe de Heisenberg dmontr
dans [16].

Lemme 4.1. Dsignons par H*(X, By) l’ensemble des fonctions appartenant H'(X) et dont
le support est inclus dans By = {p < 1}. Il exziste une constante C telle que

1 00 00
ue H'(X,B1), &> IX(ep)li3e < lullscxy < €D 1X(epu)e.
p=0 p=0

On désigne par R la famille des champs de vecteurs que nous appelerons “radiaux” sur >,
obtenus pour (z,y,s) € X§ = Xo\{(0,0,0} par la projection de X sur 7% parallelement a
un champ de vecteurs transverse. Cette famille R est donnée par

R = {xkamj + YOy, TkOy; — 10y, , YrOz; — YOz, pour 1 <j k< d} )

En posant

dét 1/4
mia,y.&m (1 1E2 + P+ Y Riwy.6m)
ReER
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On définit 'espace T3 (X0 N B1) de fonctions sur ¥y par

o0
TSN By) = v e LX)/ supp v C o N By et Zz—%d||(¢’pv)p||§{(m1/2) < 400
p=0
ou l’on pose
= déf op déf o—p.. o—p
op(@,y) = 0(2°[(2,9)]) et ap(z,y) = a(27Pz,27Py).

L’espace des traces de H'(X, By) sur ¥ est alors donné par le théoréme suivant.
Théoréeme 4.1. L’opérateur de trace
v: HY(X,By) — TY*(o N By)
est une application continue surjective.

Remarques

a) On a montré que pour u € H'(X, By), v(u) € L? et p'/*y(u) € H'/*. La deuxieme
propriété peut étre interprétée comme une propriété microlocale.

b) La preuve de ce théoreme se rameéne au cas non caractéristique grace a la partition
de I'unité définie ci-dessus et la dilatation sur le groupe de Heisenberg. Il est & noter
que Pespace T/2(2o () By) est de scaling 0 comme I’espace H'(X, By).

Preuve
On applique maintenant la dilatation de parametre 2P sur le groupe de Heisenberg en
posant
up(x,y, ) = (ppu) (27w, 277y, 27Ps).
Un calcul des plus élémentaires implique que

IXupll 2 = 271X (0pu) | 2.

Par ailleurs, le support de la fonction u, est inclus dans la couronne pour la sous-distance p
sur le groupe d’'Heisenberg C = {p(x,y,s) ~ 1} qui est un compact indépendant de p et ne
rencontrant pas l'origine. Donc g est non caractéristique sur le support de u,, et les résultats
du théoréme 3.2 s’appliquent a u,. On en déduit que

Y(up) € H(m'?) et que  |y(up)ll g2y < ClIXup|l 2.
D’ou la continuité de 'opérateur trace, en vertu du lemme 3.1.

Montrons a présent la surjectivité de . Etant donn une fonction v de T/ 2(¥oNBy1), posons
vp(z,y) = (Ppv)(27Px,27Py). Comme supp v, C {|(z,y)| ~ 1}, on dduit du théoreme 3.1
I'existence d’une fonction u, de H(X) telle que

Y(up) = vp et HupHHl(X) < CHUPHH(ml/2)-
On pose u, def (up)—p; on a alors
|l 1 (x) < C2P|vpll rmary-

Posons a présent ﬁp = YPpuy, ol Yp(x,y,s) = 1(2Pp), 1 étant une fonction de D(R\{0}) égale
a 1 sur le support de ¢ et satisfaisant

o0

Vi, 0<|t| <1, Zw(?’t) = 1.
p=0

Comme 1|5, vaut identiquement 1 sur le support de (¢,), on a

v(tp) = Ppv.
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Enfin, la presqu’orthogonalité de la famille (%Zp) implique que v = Za’p est un reléevement
continu de v dans H'(X), ce qui acheve la preuve du théoreme.

5. RAPPELS SUR LE CALCUL DE WEYL-HORMANDER

On suit dans ce paragraphe [5] et [6]. La quantification de Weyl permet d’associer un
opérateur a", agissant dans R™ & une fonction a (le symbole de a™) définie sur I'espace des
phases R?". Cet opérateur a® est défini par

1 .
a’u(zx) = @ /Rzn el<m_z’§>a(%ﬂ,f)u(2)dzdf.
En notant par [X, Y] la forme symplectique standard, on a la formule de composition suivante
a® o b = (a#b)" avec

(a#b)(X) = 72" / e PXYLX N2l (V) b(Va)d Y d Ya.
R

2n wR2n

Définissons le concept d’une métrique de Héormander.

Définition 5.1. Soit g une application mesurable de R*™ sur l’ensemble des formes quadra-
tiques définies positives sur R*™. On dit que g est une métrique de Hormander si et seulement
si les trois conditions suivantes sont vérifiées.

Lenteur Il existe cg > 0 telle que l'on ait

1 _
gx(X =Y) < . = cylgx < gy < cogx.

Principe d’incertitude On a

[T, W}?
gx < g% avec ¢%(T) = sup .
X (D) w0 9x (W)

Tempérance Il existe co > 0 et Ng € N tels que l'on ait pour tout (X,Y) de R?" x R?"
o (14 g9(X = Y) Mgx < gy < co(l+ 99 (X - Y))Mgx.

Considérons une métrique de Hérmander ¢ et fixons un nombre réel r strictement plus
petit que ¢y L. Dans ce qui suit, désignons par Uy la gx-boule de centre X et de rayon r!/2
et notons A(X,Y) la quantité suivante qui exprime ’éloignement (pour ¢?) de deux g-boules

A(X,Y) = 1+ max{g% (Ux — Uy), 97 (Ux — Uy)}

ou

% (Ux — Uy) = inf X —Y').
9% (Ux — Uy) (X,yy,;gUXnygx( )

Dans ce qui suit, on omet le fait que cette fonction dépend de r. Comme il a été prouvé
dans [6], on peut substituer les conditions de lenteur et de tempérence par

1
A Y)ogx < gy < MK, Y) Vg
L’une des propriétés fondamentales de la fonction A, visiblement symétrique, est décrite
par le lemme suivant, démontré dans [6].

Lemme 5.1. Il existe un entier Ny tel que
swp [ ALY) gy R < o,
XeR2n JY eR2n

ot |gy]1/2 désigne le déterminant de la forme quadratique gy dans une quelconque base sym-
plectique de R?*™.
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Une métrique de Hormander décrit une procédure de localisation admissible dans I’espace
des phases. Notons que si a et b sont deux fonctions & support compact sur R?”, il n’y a
aucune raison pour que a#b le soit. La notion correcte est la suivante :

Définition 5.2. Soit v une forme quadratique sur R®™ définie positive telle que v > ~
et Y un point de R?". On munit S(R*™) de la famille de semi-normes suivantes appelées
semi-normes de confinement
k/2
HaHk7 conf (vY) = XSGURPQT‘ (1 +70(X - BW(YJ')) / ‘8T1--~8Tja(X)"
J<ky(T;)<1

Soit g une métrique de Hormander et (ay)ycren une famille de fonctions de S(R*™). Cette
famille est uniformément confinée si et seulement si, pour tout entier k,

”(aY)Hk, conf (g9) — YSGHRI;R Haka’ conf (gy,v) < O

L’intérét principal du concept de confinement est I’estimation de bi-confinement suivante,
démontrée dans [6].

Soit ¢ une métrique de Hormander, a et b deux fonctions de S(R?"). Pour tout couple
d’entiers (k, N), il existe un entier ¢ et constante C' tels que, pour tout couple (Y, Z) de
R2" x R?", on ait

||a#b\|k, conf (gy,v) T ||a#b||k, conf (gz,2)

N
< CA(Y, Z) Ha”g7 conf (gy’y)HbHZ, conf (gz,2) (5'1)

Dans ce qui suit, il est commode, bien que non absolument nécessaire, de supposer que
la métrique g est fortement tempérée (voir [5] pour une définition précise). Cette hypothese
implique en particulier le lemme suivant.

Lemme 5.2. I existe deux familles uniformément confinées (py) et (vy) telles que, pour
tout X € R?", on ait

/ oy (X)|gy|/2dY = (Yy #oy)(X)|gy|2dY = 1.
Y eR2n Y eR?2n

Définissons a présent les concepts de g-poids, de g-symboles et des espaces de Sobolev.

Définition 5.3. Soit g une métrique de Hormander, on dit qu’une fonction mesurable m
définie sur R?™ a valeurs dans R% est un g-poids si et seulement si il existe une constante C
et un entier N tels que
mXO\* _ A ®
Soit m un g-poids. On désigne par S(m, g) l'ensemble des fonctions a indéfiniment différentiables
telles que, pour tout entier k,

lal _ sup |3T1...3Tja(X)\ c =
k,S(m,g) i<k XER?n m(X) :
gx (T;)<1

Soit g une métrique de Hormander et m un g-poids. L’espace H(m,g) est l’ensemble des
distributions tempérées u telles que

1/2
lull 1) = ( / m<Y>2Hso$uH%2|gy|1/2dY) < oo.
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L’espace H(m,g) est 'ensemble des distributions tempérées u sur R" telles que pour tout
a € S(m,g),a%u € L?. Et H(1,g) = L?. De plus I'espace H(m, g) est “presque indépendant”
de la métrique g.

6. UNE PREUVE “ELEMENTAIRE” DANS LE CAS DES INDICES ENTIERS

Dans cette section, nous allons étudier le probleme des traces de H¥(P). Apres localisation,
projection parallelement a un champ de vecteurs transverse et extension, on se ramne au cas
o

n
P =0, et Pj= ZPf(wl,m')OM pour j€{2,---,m}
=2
et 0 ¥ ={(x1,2') € R" ; x; =0}. En désignant par g la métrique sur 7*R"™ définie par
1
e (da®, dE?) =< &' > da® + ———d&>
G (da®, ) =< € > da® + ——de”

on remarque que si ’on restreint cette métrique a 7%, on trouve g la métrique dite (%, %),

de’.

2 2 2
g(l./{/)(dﬂ:, ,dfl ) =< fl > dxl =+ < g/ >

D’apres [3], on a le lemme suivant.
Lemme 6.1. La fonction définie par
M(x,€) = (& +m(z,&))"/?
ot l’'on a pos
m
m(z,&)? = Pi(xy, 2, ¢)°+ <& >
j=2

est un g-poids sur T*IR™. En particulier, m(0,2’,&’) est un g-poids sur T*Y. De plus, il
existe une constante C telle que

déf
ey 2 [ 100000 By syt + [ Tt Byt < Clluli

La continuité de I'opérateur de trace dans le cas non caractéristique pour H¥(P) est une
conséquence immédiate du théoréme suivant.

Théoréme 6.1. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout u € Hk(P), on ait

SUp ffults )l i-b 4,y = Cllell gy

La démonstration de ce théoréme est tres simple. La fonction u étant supposée dans D(R™),
on considere, pour Y = (y/,n) € T*Y et (fy) une g-partition de I'unité, la quantité suivante

Iy (u)(t)

et I'on écrit qu’elle est l'intégrale de sa dérivée. D’ou il vient que

dét w
S0 (8, Y ) |03t s

t
My (u)(t) = (2k — 1) / et Y )m(t', Y )5 () [2aqgoosydt
t

+2 / Y ) Ot ) 0Lt )21
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
) < c/ m(¥, Y2 [0t \|L2dt+0/ m(t, Y) 52|60t )|2adt'.

Il en résulte que

iggm(t YR 0u(t, )”L2(E) € L'(dY).

De plus, pour tout Y € T*R"!, Iapplication t — mk_%(t,Y)9$u(t, -) est continue. Le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue conclut la démonstration.

7. UN APERCU DE LA PREUVE DANS LE CAS DES INDICES NON ENTIERS

L’objet de cette section est de démontrer le théoreme de trace en calcul de Weyl-Hérmander
suivant qui implique, en vertu de [7], le théoréeme 3.2.

Théoréme 7.1. Soit m un gy/31/2-poids sur T*R™ satisfaisant
Oe,m =0, (&)? <m(x,&) < (&),
Alors La fonction M définie par
M(z,6)* = & +m(z,¢)

est alors un gy /2,1 /2-poids. De plus, pour s > 1/2, Uapplication ~y est continue surjective de
H(M?) dans H(m*~1/?).

La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme suivant :
Lemme 7.1. La fonction M est un g-poids.

On peut démontrer ce lemme comme dans [7] en découpant l'espace des phases en deux
zones ; I'une elliptique, 'autre dégénérée.
Démontrons tout d’abord que

V(W) s (ms—172y < Cllull m(ars)-

Soit (®y, Oy )yer+s( resp. (pg,Ve)gcpegn), une partition de I'unité en produit de 73 (resp.
de T*R™). L’inégalité ci-dessus est équivalente a

| I @)y < C°
eET*%

Il s’agit donc d’estimer [|6y>~(u)
produit sur T*R" et écrivons que

65 () = /? BT
cT*IR™

Le lemme clef est alors le suivant:

M2 (V)02 o dY .
S I gul| 72 pn)

12, (). Pour ce faire, utilisons la partition de l'unité en

Lemme 7.2. Pour tout entier N, il existe une constante Cy telle que, pour toute fonction
v de L*>(R™), on ait

163 ()l 2y < On <7 >V AV TIY) N1+ <7 > 51 Mol L2greys
ou 11 est la projection de T*IR™ sur T*3.
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Avant de démontrer ce lemme nous allons tout d’abord en déduire la premieére partie
du théoreme (la continuité de v de H(M?) dans H(m* '/?)). En appliquant le lemme 7.2
avec v = \I"?’{u, on trouve que, pour tout entier N, il existe une constante Cy telle que

Iy @)y no-172) < O / m2L(Y)
YeT*y

2
X (/? <7 SYAY,OY) N+ <> ;)N x H\I/?uHLz(IRn)dY> dy.
€T*R™

Le fait que M soit un g-poids implique que, pour tout réel s, il existe une constante C' et un
entier Ny tes que

MA(Y)
Als(oaiw’ﬁiaﬁq
D’ou il vient que, pour tout entier N, il existe une constante C'y telle que

190) L1172 < O / m? (V) Iy(Y)dY,
YeT*¥

1< C+ <7 > )N

3 <7 >V (4 <7 > )~ SN g7
! YQ_/ 7. Mo (Y eu myA(Y, TI(Y dy.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour la mesure A(Y, H( NN Yy implique que
INY) < JNY)Kn(Y) avec

<7 SU2 (14 < 7 > 2)-2N

JN(Y) = / L 25( ] 17 ~/y1)

PeT*Rr M=25(0,9",m1,1)

Kn(V) = [ M)W gul g AYIIT)) AT
eT*Rm

AY,I(Y))NdY et

En intégrant en 7 et en posant le changement de variables Z = H(f/), on trouve que

dm N
In(Y) < / < __dn > A(Y. 2)-Naz.
&) zer+s; \Jgs M*(0,2,71,p) ¥.2)

Mais ’on sait que
M (0, 2,71,¢)* = 7 +m*(2,¢).
Comme s > %, il résulte que

1 . Cs dt

i = = |
o M2(0,2,,0) 1 T mai(z) V% /R<1+t2>s

Ainsi donc, on a
1

InN(Y) < cs/ ——— AW, 2)Naz.
) zer+x M*$~H(Z) ( )

Le fait que m soit un g-poids et le lemme 5.1 impliquent que pour N assez grand

C
IJnY) < ————
N(Y) < mz=1(Y)’
on en déduit alors que
1y ()1 o172y < CN/ AW TI(Y )N M (V)| Ty ul|7 2 gy dY Y.
(Y,®)eT*SXT*R"
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En intégrant en Y et en utilisant le lemme 5.1 on en déduit que

V(@)1 o172y < € M (V)| WgullF2gnydY
¥eT*Rn

La continuité de v est ainsi démontrée.

Pour achever la démonstration de la premiere partie du théoréeme , prouvons le lemme 7.2.
Pour ce faire, commengons par calculer, pour une fonction v € S(R™), la fonction 931‘,’27(@;‘;11).
Par définition de la quantification de Weyl, on a

@;U(Oy -’E,> - / ledfle_izlgl / €i<C’x/_z>(P§' (Zl ) v 27517 <> U(zh Z)dZ
(21.61)€R? ZeT*x 2

En faisant des intégrations par parties par rapport & la dérivation < 77/ >1/2 O¢,, qui est un
vecteur de ge-longueur 1, on trouve que pour tout entier positif N,

L(0,a) = / dadéy (14 < 7 > |21 [2) Neminé
(z1,61)€R?

X/ ei<(,$/—z>90(?N) <221 v +Z 6174) ’U(Zl,Z)dZ,
ZeT*%

ou 'on a posé
oo (21,2,60,0) = (1= <7 > )V g (21,2,6,0).

On interprete alors cette égalité en écrivant
u(0,a') = / (4 <77 > D) Ve (GO g, )0, )dedér.
(21,61)€R?
Ainsi donc, on trouve que

o) = [ (e < > ) Ve = (Or el 600) vl Jdnder.
R2

Par définition des semi-normes de confinement, des métriques g et g, on trouve que, pour
tout entier k et toute fonction a de T*R",

N) (A1
conf k,(n(?)gn(?))(a( )(57 5 &1,7))

_ kN
~ ?1 (51 ) 2
< <1+ <n > (5 U1 ) + <7 > ) conf k+N7(?,9y)(a).
Le lemme de biconfinement de Bony et Lerner implique alors que

(O tersed) (G €)=, ()

N
<ox(1r<ir> (2-) + E2BE) Duter g fmAranm) .

Il en résulte que, pour tout entier NV,
16330l lo) < O AFITN™ [ (1 <7 > )

~ I G A
X <1+ < 77/ > (5 - y1> + <’I77I> HU(Zl, )HLZ ledfl.
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I’inégalité triangulaire implique que

16577 (g 0)llL2(m) < ONAYILG) ™Y (1+ <7 > [gf)) ™

~ 2y—1 (fl - 771)2 -
X R2(1+<77 > ‘Zl| ) 1+ - ”U(zla')”LQ(E)dzld{l'

<n >
Par intégration en &, il vient
1637 (p0) |2y < ONAY,TIY)) N (14+ <7 > 7)Y

<7 U2 /IR (U <7 > ) o(z )|z (am.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
/R(1+ <71 > )Moz )llpamyda < C <7 >V ]| g2 gm,

ce qui assure le lemme.

En ce qui concerne la seconde partie du théoréeme, c’est-a-dire la surjectivité de ~y, nous
nous sommes inspirés directement de la formule classique de relevement utilisée dans le cadre
des espaces de Sobolev usuels ; cette formule repose sur un calcul explicite en variables de

Fourier. En effet, si v appartient & H 5_%, alors, si I’on pose
o 3 1+ ‘5/’2)3—1/2/\
u=(2m)" " Ve, FL (—v§’ .
Goer  Tas e @
11 est alors clair que v(u) = v et
ullgs < cllvl[go-1/2.

Dans notre cadre, il s’agit de remplacer 1+ [¢'| et 1 + || par les poids convenables du calcul
de Weyl-Hérmander, ce qui se fait grace a la formule suivante :
Soit y une fonction de D(R) valant 1 pres de 0, on pose, pour v € S(X),

(Ryv)(21,2') = / ) @y frsty) @)Y, (7.2)

py (21) = ¢ 'm(Y)**Ix(z1 < >1/2)/ eI M0, y, &1, m)dés .
R

Comme M?(0,y,&1,n) = & +m?(y,n) et comme x(0) = 1, on a yoR, = Id. La continuité
de R, de H(m* '/2) dans H(M?®) découle du lemme clef suivant :

Lemme 7.3. Pour tout entier N, il existe une constante C telle que, pour toute fonction f
de L*(X), on ait

ym* (V)
Ms(Y)
x <n > (14 <> ) Ty @)l

19 (v (21) DY )| 2y < CAY,TI(Y))™

ot Jy est une fonction de la variable réelle telle que

2 <o ST>
/RJY(T)dT < Cm25—1(y)
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Pour la démonstration de ce lemme, nous renvoyons le lecteur [3]. On montre maintenant
ce lemme implique le théoreme principal.
En effet, en appliquant le lemme ci-dessus avec f = 6{v, on obtient

s Rollizgmey < OMT@) | <> (14 <> 5)

x Jy ()] [0570]| 25y AV, TH(Y )~ Nm? =1 (Y)dY.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour la mesure A(Y,I1(Y)) "V m25~1(Y)dY implique que

15 Bxol oy < CMT) [T )60l o) A THY)) ™Y

x /T*E <n >V (14 <> ) R AT ) N m T (Y)dY.
Par définition de la norme sur 'espace H(M?), on en déduit alors que
B0l Brare) < / FUZ)F>(Z)dZ  avec
ZeT*S
R AR

Fy(Z) = /T*E <n>"12 /]RQ(H <n>t)2J(1)AY, 2) " Nm* YY) dtdrdY.

_ <n>U2
1+ <n>t?)2J2(r)dtdr < C———.
/JR?( +<n )"y (T)dtdT < m2-1(Y)
Le lemme 4.2 implique alors que la fonction F5 est bornée sur 7%Y. En appliquant a nouveau
le lemme 5.1, on trouve que

HRXUHH(MS) < CHUHH(mS—l/Z)-

Le lemme 7.3 implique donc bien le théoréme.
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