Etude spectrale des automorphismes du tore
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On se propose ici de présenter un exemple classique de systéme dynamique d’origine
algébrique : les automorphismes du tore T”, et de voir comment leurs propriétés d’ergodicité
et de mélange se déduisent de leur étude spectrale.

1 Les automorphismes du tore T"

1.1 Le tore T"

Soit n un entier naturel fixé, n > 1. On appelle tore de dimension n, noté T™, le groupe
abélien quotient (pour l’addition) R™/Z™. Un point z de T™ est représenté par un n-uplet
de coordonnées (z1,...,zy) € [0,1[", et addition sur T™ est simplement I’addition modulo
1 sur chacune des n coordonnées. Comme tout groupe abélien compact, T" peut étre muni
d’une unique mesure de probabilité u qui soit invariante par rotation, c’est-a-dire telle que
pour toute partie mesurable A de T™ et tout z € T, u(A + z) = pu(A). Cette probabilité est
appelée mesure de Haar sur T", et coincide dans le cas de T" avec la mesure de Lebesgue )\,
sur [0,1[". Si on note & la tribu des boréliens de T, complétée pour A, (T", o7, A,) est un
espace de Lebesgue.

1.2 Endomorphismes et automorphismes du groupe abélien T"

Soit M = (mj ;)i j=1,.,n une matrice & coefficients entiers. On note Ty, la transformation
du tore T définie par

n
z=(x1,...,2yn) — Mz = Zmi,jxj mod 1
J=1 i=1,...,n
Alors Ty est un endomorphisme continu du groupe compact abélien T". En effet, il est évident
par définition de Ts que si z et y sont deux points de T, Ty (z +y) = Tprz + Tary- On peut
d’ailleurs montrer que tous les endomorphismes continus de T” sont de cette forme.

Proposition 1.1 T, est une surjection de T™ sur lui-méme si et seulement si det M # 0, et
dans ce cas Ty préserve la mesure de Lebesgue \,,.

Preuve — Si det M = 0, les vecteurs lignes My, ..., M,, de M sont linéairement dépendants
sur le corps des rationnels, et il existe donc des entiers mi,...,m, non tous nuls tels que
miMi+- - -+m, M, = 0. Tout point y dans T, (T") vérifie alors miy;+- - -+mpy, = 0 mod 1,
et donc Ty, (T") & T™. Supposons maintenant det M # 0. Alors I’endomorphisme de R™ défini
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canoniquement par M est surjectif, et on en déduit immédiatement que Tj; est également
une surjection de T sur lui-méme. Il reste & montrer que dans ce cas, Ty préserve \,.

Notons p la mesure image de A, par Ths. Alors y est une probabilité sur T", et par unicité
de la mesure de Haar, pour montrer que u = A, il suffit de vérifier que y est invariante par
rotation. Soient donc A un borélien de T", et x € T™. Puisque Tjs est surjective, il existe
z € T" tel que Tyrz = z. On a alors

T,/ (A+z) = {yeT" /Tyy—=z€ A}
{yeT" /Tu(y —2) € A}
{yeT" /y—zeTy'A}
= T;/A+z.

On a donc
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Ainsi, dans le cas ou det M # 0, Tjs est a la fois un endomorphisme du groupe abélien

(T™, +), et un endomorphisme de 1’espace de Lebesgue (T", &7, \;,). Voyons maintenant le cas
ou T est une bijection.

Proposition 1.2 Si |detM| = 1, Ty est une bijection de T" sur lui-méme. C’est donc un
automorphisme du groupe abélien (T™,+), et un automorphisme de l'espace de Lebesgue

(T, ', An).

Preuve — Puisque |detM| = 1, M est inversible et son inverse M~! est aussi & coefficients
entiers. On vérifie alors aisément que tout y € T" a un unique antécédent par Ty, qui est
TM—l Y. O
Remarque : on peut montrer que la condition | det M| =1 est a la fois nécessaire et suffisante
pour que Ty soit bijective; voir par exemple [1], p. 15.

Exemples :
— z + 2z est un endomorphisme de T = R/Z.
— En dimension 2, soit M la matrice
et (2 1
e (2 1)

Alors T} est un automorphisme de T2.

2  Etude spectrale

2.1 Les caracteéres

En général, si G est un groupe abélien localement compact, on appelle caractére de G un
morphisme continu de G dans le cercle unité S' de C (vu comme un groupe multiplicatif), et
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on note G I'ensemble des caractéres de G. Dans le cas ol G = (T™, +), les caracteres sont les
applications de la forme v, = y(p,,... p,)» P € Z", OU
Yo i (T1y.en,Ty) s 2T PLOIF A PRT)

(On peut admettre ce résultat, ou tout simplement prendre cette définition pour les caractéres
de T™.)

Comme ils sont & valeurs dans S, les caractéres peuvent aussi étre vus comme des éléments
de L?(\,)- 1 est facile de voir que, sous I'action d’un endomorphisme Ty, un caractére est
transformé en un autre caractére. Plus précisément, pour tout p = (p1,...,pn) € Z™, on a

7poTM = UTM'YP = V(M p)- (1)

De plus, la proposition qui suit montre que les caractéres tiennent toujours dans 1’étude de
L%(\,) un réle privilégié.

Proposition 2.1 Les caractéres de T" forment un sustéme orthonormal total dans L?(\,).

Preuve — Un simple calcul montre que si p = (p1,...,pn) €t ¢ = (q1,-..,g,) sont deux
éléments distincts de Z™, alors

<'Yp,7q> = /11‘ Yp—qgdAn = 0.

Par ailleurs, le théoréme de Stone-Weierstrass assure que les combinaisons linéaires finies de
caractéres sont denses dans ’espace C(T™) des fonctions continues de T dans C. On en déduit
facilement que le sous-espace de L%()\,;) engendré par les caractéres est dense dans L?(\,). O

Remarque : ce résultat ce généralise au cas d’un groupe abélien compact G, pour lequel G
est forcément dénombrable, et forme aussi une base hilbertienne de L?(p1) o1 y est la mesure
de Haar de G.

2.2 Condition d’ergodicité et de mélange d’un automorphisme de T"

On fixe maintenant une matrice M € .#,,(Z), et on cherche & quelle condition ’automor-
phisme T3s de T™ est ergodique. Puisque I’ensemble des caracteres est stable par ’opérateur
unitaire Ur,,, on peut partitionner cet ensemble en orbites, qui sont d’apres (1) de la forme

orb(y,) {Uq’zMy,, k€ Z} _ {y(thp) k€ Z}.

A chacune de ces orbites correspond un sous-espace cyclique S(7,) qu’elle engendre, et grace
a la proposition 2.1 on peut écrire L%(/\n) comme une somme directe de ces sous-espaces
cycliques. L’étude spectrale de I'opérateur Ur,, sur L%()\n) se rameéne ainsi & I’étude de ses
restrictions aux sous-espaces S(7p). Fixons donc un caracteére v, (avec p # 0 puisque I'on se
place directement dans L2), et voyons comment peut agir Ur,, sur S(v,).

Supposons tout d’abord que I’orbite de 7y, sous I’action de Ur,, est constituée de caractéres
deux & deux distincts. Alors, ces caracteres étant orthogonaux, la mesure spectrale de -, est
automatiquement la mesure de Lebesgue.
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Dans le cas contraire, il existe un plus petit entier 7 > 1 tel que Ur, v, = 7p, c’est-a-dire

tel que ‘M"p = p. Posons dans ce cas f o 22;(1) UjliMfyp. Alors Ur,, f = f, mais f ne peut pas
étre constante car (f, vp) = 1. On en déduit alors que T n’est pas ergodique.

II1n’y a finalement que deux alternatives possibles : ou bien toutes les orbites des -y, (p # 0)
sont infinies, et alors T a spectre de Lebesgue (en particulier, T, est mélangeant), ou bien
il existe un p # 0 tel que l'orbite de -y, est finie, et alors Ty n’est pas ergodique.

I1 nous reste a voir & quelle condition une orbite d’un 7y, peut étre finie, pour un p # 0.
Si c’est le cas, on a vu qu’il existe un plus petit entier » > 1 tel que ‘M"p = p. Dans ce cas,
la matrice M" admet 1 comme valeur propre, et donc M admet une racine r-ieme de 'unité
comme valeur propre. Inversement, supposons qu’il existe un entier r > 1 tel que M posséde
une valeur propre racine r-iéme de I'unité. Alors 'M" admet 1 comme valeur propre, et on
peut trouver un vecteur propre associé dont les coefficients sont dans le corps des rationnels.
On peut donc trouver un p € Z", p # 0, tel que ‘M"p = p, et dans ce cas l'orbite de 7, est
finie.

En conclusion de cette analyse, on peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 2.2 Soit M une matrice dans #,(7Z), de déterminant +1, et Tj; Pautomorphisme
de T™ associé. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. M n’a pas de valeur propre racine de I'unité.

2. Ty est ergodique.

3. T est mélangeante.

4. Tyr a spectre de Lebesgue.

Remarque : on peut montrer que dans ce cas, la multiplicité du spectre de Lebesgue est
infinie, c’est-a-dire que ’ensemble des caractéres se partitionne en un nombre infini d’orbites.
Pour cela, appelons hauteur du caractére 7, le plus grand entier A pour lequel il existe un
autre caractére v, vérifiant 75 = 5. On voit facilement que la hauteur est constante le long
d’une orbite. Par ailleurs, si p = (p1,...,pn), la hauteur de 7, est tout simplement le pged

de p1,...,pn, et donc il existe des caractéres de hauteur arbitrairement grande. On en déduit
immédiatement que le nombre d’orbites ne peut étre fini.
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