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Chapitre 1

Introduction

Nous considérons une particule marquée dans un modele d’exclusion simple symétrique,
asymétriques ou encore dans le cas ou le déplacement moyen des particules est nul mais
pas nécessairement symétrique. Le but est de montrer le théoreme centrale limite pour la
position d’une particule marquée dans ces défférents cas.

Dans le premier chapitre on fait quelques rappels sur les processus, les chaines de
Markov et leurs générateurs. On donne aussi une caractérisation des mesures invariantes,
cette derniere va nous permettre de montrer I'invariance des mesures produit de Bernoulli
pour le processus de I'exclusion simple.

Dans le second on donne une méthode générale pour prouver le théoreme centrale limite

pour une fonctionnelle additive
1 t
= [ rxas
0

associée a un processus de Markov X;, ergodique de générateur infinitésimal L. On montre
que la preuve se réduit a vérifier que la solution f) de I’équation résolvante

Afx—Lix=V

satisfait la condition
sup ||Lfx]l-1 < o0,
0<A<1

qui signifi que Lf, est bornée dans H_;. Toujours dans le chapitre deux on montre que
cette condition est satisfaite dans le cas réversible ou sous des conditions appelées condition
du secteur ou du secteur gradué.

Dans le dernier chapitre on utilise les résultats du chapitre deux pour montrer le
théoreme centrale limite pour la position d’'une particule marquée dans un processus d’ex-
clusion simple symétrique ou encore dans le cas de la moyenne nulle

Z z2P(z) = 0.

Le méme théoreme sera montré pour un processus asymétrique pour une dimension d > 3.
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Chapitre 2

Généralités sur les processus

2.1 Martingales

Soient (£2, F, IP) un espace de probabilité et (F;);>¢ une famille croissante de sous tribus
de F. On dit que (F;);>0 est continue a droite si pour tout ¢ € [0,400] on a F; = ﬂ Fu,

u>t
on supposera de plus que (F;)i>o est complete, (F;);>o est appelée filtration ou famille de

référence.
Sur l'espace de probabilité filtré (€2, F, (F;)i>0, IP) un processus stochastique a valeurs
réelles est appelé martingale (surmartingale, sousmartingale resp.) si

1. X, est intégrable pour tout ¢ > 0.
2. X; est Fi-adapté.

3. Pour tout 0 < s < ¢, E(X;/Fs) = Xs p.s. (resp. E(X;/Fs) < X, E(X;/Fs) >
Xs p.s.).

Un résultat incontournable sur les martingales est le théoreme de décomposition de
Doob-Meyer. On note M? 'ensemble des martingales réelles de carré intégrable, continues
a droite ayant des limites & gauche (c.a.d.l.a.g). Soit M; € M?2, il existe un unique processus
A = (A;)i>0 prévisible intégrable, nul en zéro et tel que (M?— A;);>0 soit une F; martingale.

Le processus A est le compensateur prévisible de M et on le note (< M >);>0 =< M >.
Pour tout n € IN,

n
<M >,= Y B[(M — My_1)*/Fii].
k=1
Le processus croissant B tel que M2 — B soit une martingale nulle en zéro est la variation

quadratique de M et on le note (< M, M >;)i>0 =< M, M >. Pour tout n € IN,

n

<M, M >,=Y (M — My_y)*.
k=1
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2.2 Processus de Markov, générateur et semi-groupe

Soit E un espace métrique, complet et séparable muni de sa tribu borélienne. Soit
D([0,+00), E) ou D0, +00) Pensemble des fonctions 1 de [0,400) dans E continues a
droite et ayant des limites a gauche, D([0, +00), F) est I'espace canonique pour un processus
de Markov d’espace d’états E. Sur D([0,+00), E') on définit les applications coordonnées
par m(n.) = ns pour s € R.

Soient F la plus petite o-algebre rendant mesurable les 74 et F; 1 a plus petite o-algebre
rendant mesurable les 75 pour 0 < s <t, F; = o{m,;,0 < s < t}.

Définition 1 Une famille {IP",n € E} de mesure de probabilités sur D([0,+o0), E) est
un processus de Markov sur E si elle vérifie

a) Pour toutn € E on a P"({ € D([0,+00), E) : { =n) = 1.
b) L’application n — P"(A) de E dans |0, 1] est mesurable pour tout A € F.
c) P (ns.. € AJF,) =P"™(A) p.s. pour toutn € E et A € F.

On notera par IE" 'espérance par rapport a IP"

E"Z = / ZdP".
DJ[0,+00)

Soit Cy(E) l'ensemble des fonctions continues bornées sur X, Cp(X) est un espace de
Banach muni de la norme

1flloe = sup|f(n)].
nek

Pour f € Cy(FE), on note S(t)f(n) = E"(f(n:)). Le caractere mesurable de I'application
f — S(t)f découle du b) de la définition 1, d’autre part on a

1S flloe < 111l (2.1)

d’ott S(t) est un opérateur borné sur Cy,(E). Par la linéarité de l'intégrale on a

S(t)(af + Bg) = aS(t)f + BS(t)g,

pour des scalaires a, 3 et des fonctions f et g. Ceci entraine que S(t) est un opérateur
linéaire borné. Finalement par la propriété de Markov on a

Ss+0)f(n) = ENf(Xen)]
= E"ENf(X.)/F}
= EE{f(X)}]
= E"[S(t)f(X,)]

= S5(s)5)f(n).



2.2. PROCESSUS DE MARKOV, GENERATEUR ET SEMI-GROUPE

Ainsi la famille {S(¢),¢ > 0} forme un semi-groupe, i.e. S(0) = I et S(t+s) = S(s)S(t).
De l'inégalité 2.1 on déduit que S(t) est une contraction, on dira que S(¢) est un semi-
groupe de contraction.

Définition 2 Un processus de Markov {IP",n € E} est un processus de Feller si S(t)f €
Cy(E) pour tout t > 0 et f € Cy(E).

On dit que {S(¢)} est un semi-groupe fortement continu si ||S(¢)f — f|| — 0 lorsque ¢t — 0
pour toute f € Cp(E). Le générateur infinitisimal d’un semi-groupe est défini par

Lf:limw,

t—0

avec D(L) le domaine de L i.e. 'ensemble des fonctions pour lesquelles cette limite existe.

Lemme 1 Supposons que {S(t)} est un semi-groupe fortement continu de générateur L.

Alors,
t
a) Pour tout f € Co(E) ett >0, / S(s)fds € D(L) et
0

t
0

S(t)f—f:L/ S(s)fds.
b) Pour tout f € D(L) ett >0, S(t)f € D(L) et

%S(t} F=LSH)f=SE)Lf.

¢) Pour tout f € D(L) ett >0,

S(t)f—f:/OtLS(s)fds:/OtS(s)Lfds.

\

A chaque processus Markovien, on peut associer une famille de martingale qui le ca-
ractérise. Supposons que X; est un processus Markovien de Feller et que S(¢)f(z) =
E°[f(X})] est un semi-groupe fortement continu sur C,(E), soit L son générateur. Si
fe€D(L), alors

M= 10X = 700 = [ Lo )as,
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est une JF; martingale, continue a droite de moyenne nulle. Remarquons d’abord que
t t
[ E @i = [ seLswis
0 0
t
= [ s
0

bd
- [ Eser@
= S(0f(x) ~ SO F ()

— El(X)] - BT (X)),

En utilisant la propriété de Markov et la remarque précédente on en déduit que si
0 < s <talors,

BOE) = BG)E) - 100 - [ L [ T E(LF(Xor)/F)du

= MBS (X)) - ES00) - [ B L)
= M,.

Si maintenant f et f? sont dans D(L), alors

=i~ [ ds{LfA(X.) - 2f (X)LF(X0)},

est une F; martingale, V; est donc la variation quadratique de M;.

On termine cette section par donner la définition du coeur. Soit L un générateur in-
fininitésimal, un sous espace C de D(L) est un coeur pour L si L est la fermeture de sa
réstriction & C, i.e. L = Lje.

Soit P I’ensemble de toutes les mesures de probabilités sur £, muni de la topologie de

la convergence faible, ;1 — oo dans P si et seulement si / fdu, — / fdu, pour toutes

fonctions f € Cy(E).

Sim e P et {IP",n € E} est un processus de Markov, alors le processus markovien
correspondant de distribution initiale 7 est un processus stochastique dont la distribution
est donnée par

P = /E P"7(dn).

Il en résulte que

E"(f(n)) = /E S(t)fdr.



2.3. THEOREME CENTRALE LIMITE POUR LES MARTINGALES

Soit m € P et wS(t) € P. Alors

[ tis) = [ seyar,

pour tout f € Cy(F). La mesure de probabilité wS(t) est interprétée comme la distribution
du processus a l'instant ¢t quand la distribution initiale est 7.

Une mesure m € P est dite invariante si 75(¢) = 7 pour tout ¢ > 0. La classe de toutes
les mesures invariantes sera notée P. La proposition suivante donne une caractérisation
des mesures invariantes.

Proposition 1 Soit L le générateur infinitésimal d’un processus markovien dont le semi-
groupe est {S(t),t > 0}. Alors

p:{uep,/Lfd,u:OVfGC}.

2.3 Théoreme centrale limite pour les Martingales

Nous allons commencer par énnoncer le théoréeme centrale limite pour une suite de
variable aléatoire stationnaire ergodique dont la somme partielle est une martingale de
carré intégrable.

Soit (€2, F,IP) un espace de probabilité, un processus stochastique 7, sur  est dit
stationnaire si la distribution jointe de (144, --., M, +¢) est indépendante de ¢ pour tout
choix de n et de (t1,...,t,). Ce processus est dit ergodique si de plus il vérifie la propriété
suivante, pour tout évenement GG invariant par le shift 6, on a

IP(n. € G) =0ou L.

Le résultat principal sur les processus stationnaires ergodiques est le théoreme ergodique
de Birkhoff.

Théoreme 1 Si 1 est un processus ergodique stationnaire et f une fonction mesurable
bornée sur ) alors

2 [ 0 ds =B s

lorsque t — o00. St n; est seulement stationnaire la limite existe presque surement mais
peut ne pas étre une constante.

Le théoreme suivant vas nous permettre d’énoncer le théoreme centrale limite pour
des martingales. Soit {Z;,7 > 1} une suite de variables aléatoires adaptées stationnaire
ergodique telle que

B(22) < oot Wj>1, B(Z/Fj)=0. (2:2)

On remarque que M; = 2?;:1 Z; est une martingale de carré intégrable et de moyenne
nulle.
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Théoréme 2 Soit {Z;,j > 1} une suite de variables aléatoires stationnaire telle que 2.2
soit vérifiée. Alors 1/N? Z;VZI Zj converge en lot vers une variable aléatoire gaussienne
centrée de variance o = (Z%).

On arrive maintenant au théoréeme centrale limite pour les martingales dont la preuve est
une simple application du théoreme précédent. On considére une martingale {M;,t > 0}
de carré intégrable continue a droite par rapport a la filtration {F; }+>¢, on suppose de plus
que My = 0.

Théoreme 3 Supposons que la martingale M est a accroissement stationnaire, i.e. pour
toutt>0,n>1et0<sy3<...<8s, ona

(MS1 - MS t Msn - Msn—l) = (Mt+81 - Mt+807 s >Mt+sn - Mt+8n—1)

|-

Alors M, /\/t converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée de variance o?.

07

en distribution et
< M, M >,

t

lim IE[

t—o00

Remarque 1 On commence par remarquer que IE(ME) = o2,

E[< MM >, = i E(M; — M;_1)* = nIE(M?).

i=1

Le théoreme 3 se montre par une simple application du théoréme 2, il suffit de montrer
que M, /\/n converge en loi lorsque n | oo vers une gaussienne centrée de variance o2, en

effet,

M, My : M; — My \*
(ﬂ m) SQE[( Vi )

ou [a] est la partie entiere d’un réel a. On remarque que My = Z(MHl — M;), et
i=0

[t]-1

[t
M2 = (MZ+1—M1)2+2 Z (Mj+1—Mj)(Mi+1—Mi). Si 1 §Z<]§ [t] on a

(1]
1<i<j<[t]

—_

i
o

E((Mj1 — Mj) (M1 — M;)) = E(Mip1 — M) E((Mj1 — M;/F;) = 0.
1l en résulte que
[t]-1
E(Mg) = E(M}) + > E(My, — M;)*.

i=1
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Comme les incréments de la martingale sont stationnaires on aura ]E(Mﬁ}) = [t]IE(M?).
On a aussi (M1 — Mp)? = E(Myy1 — Me)? + E(M, — My)?, ainsi

E(M, — My)?* < B(Myg1 — My)?,

et 2.3 est bornée par $IE(M?).
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Chapitre 3

Théoreme centrale limite

3.1 Introduction

Dans tout le chapitre, X; est un processus de Markov a valeurs dans un espace d’états
E métrique, complet et séparable, muni de sa tribu borélienne £. Supposons que pour Xy, il
existe une mesure 7w ergodique et stationnaire. On désigne par L le générateur infinitésimal
du processus X;, par D(L) le domaine de L.

Soit L* 'adjoint de L dans L?(w). Comme 7 est stationnaire L* est lui méme un
générateur markovien. Supposons qu'il existe un coeur C C D(L) N D(L*) pour les deux
générateurs L et L*. On note IP, la mesure sur D([0,+0c0), E) et par IE, 1'espérance par
rapport a IP.

On se fixe une fonction V : £ — R dans L?*(7). L’objectif de ce chapitre est de
trouver des conditions sur V' qui assurent le théoréeme centrale limite pour la fonctionnelle

additive .
1
Ly = — V(X,)ds.

L’idée est de représenter cette fonctionnelle comme la somme d’une martingale et d’'un
terme qui s’annule et d’utiliser le théoreme centrale limite 3 des martingales.

On commence par supposer l'existence d'une fonction f dans D(L) solution de I’équation
de Poisson

—Lf=V. (3.1)

Etant donné, que f est dans D(L), il est clair d’apres les remarques faites au chapitre
deux que

M= 1080 = 7050 = [ (X s

est une martingale adaptée a la filtration naturelle du processus X; et dont la variation
quadratique est donnée par

< MM >— /Ot ds{ LI2(X.) — 2f(X)LF(X)}.

15
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Comme f est solution de I’équation de Poisson 3.1, la fonctionnelle additive Z; peut
s’écrire en fonction de la martingale M,

o M, F(X) — F(X)
%/0 V(X,)ds = it 7 .

En vertu de la stationnarité de X, sous IP,

LX) ~ (X)) <

SN

B [(f(Xo)]%,

et
(X)) = f(Xo)
lim
t—00 \/¥
Pour prouver que Z; converge en loi vers une gaussienne centrée dune variance o2, il
reste juste a montrer que M; vérifie les conditions du théoreme 3.
D’une part la martingale M, est a accroissements stationnaires car X; est lui méme sta-
tionnaire sous IP,. D’autre part, compte tenue de ’expression de la variation quadratique
de M et de 'ergodicité de ,

<M, M >;
t
lorsque t T oo et B [(Lf2—2fLf)]=2< f,(=L)f >, ol < .,. >, est le produit scalaire
sur L*(m). Enfin comme M; s’annule en zéro, par le théoréme 3, Z; converge en distribution
vers une gaussienne centrée de variance 02 =2 < f, (—=L)f >,.

=0 dans L*(IP,).

— E.[(Lf* —2fLf)] dans L*(IP,)

Remarque 2 L ’ezistence de la solution de l’équation de Poisson 3.1 dans L?*(m) est une
condition forte qui doit étre affaiblie. Pour cela on s’intéresse a l'application NI —L pour \ >
0 ou la surjection assure l'eristence de la solution f\ dans L*(r) de I’équation résolvante
Afx— Lfy=V. On commence d’abord par introduire les espaces de Sobolev H et H_4.

3.2 Les espaces de Sobolev H; et 'H_;
Considérons la semi-norme ||.||; définie sur D(L) le domaine du générateur L par

IFIF =< £, (=L)f >~ (3.2)

Soit ~q la relation d’équivalence sur D(L) définie par f ~q g si ||f — g|l1 = 0. Notons
par Gy lespace normé (D(L)|~,,||.]l1). L'identité du parallélogramme étant vérifiée

1f + gl + 11 = gll = 2II£17 + 2llgll3,

I'espace H; obtenu par complétion de G; par rapport a la norme ||.||; est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire donné par I'identité de polarisation

1
< frg>1= I + gl = 17 - gl
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Notons que dans cette définition seul S = (1/2) (L + L*) la partie symétrique du générateur
intervient

Par l'identité de polarisation, il est simple de voir que si f et g sont dans D(L), alors

< f,9>1=<[f,(=95)g >,

et ||c]]s = 0 pour toute constante.
On définit maintenant H_; le dual de I’espace de Hilbert H; comme suit. Considérons
la semi-norme

1120 = sup {2 < fog >z —lgli}, fe€ L*(n).
geD(L)
Sur G°; le sous espace de L?(m) constitué des fonctions telles que ||.|[_; soit finie, on
introduit la relation d’équivalence ~_; définie par f ~_y g si ||f — g|[-1 = 0.

Notons par G_; Pespace normé (G%,|~_,,||.||-1). L’espace H_; obtenu par complétion
de G_1 par rapport a la norme ||.|_; est encore un espace de Hilbert dont le produit scalaire
est donné par 'identité de polarisation.

Le lemme suivant donne quelques propriétés des espaces H; et H_; qu’on utilisera par
la suite.

Lemme 2 Pour toutes f € D(L) et g € L*(m) N H_4

< frg>=<|Ifllllgll-1. (3-3)

Une fonction f € D(L) est dans H_y si et seulement s’il existe une constante finie Cy telle
que
< f’g >7r§ COH.ng (34)

Dans ce cas || f]|-1 < Cp.

Preuve — De la définition de la norme sur H_;, pour tout réel a on a

2a < g,f > —a’||fIIf < |lgllZ:.

Par négativité du discriminant A =< g, f >2 —||glI*, || f112,

<g.f>2< llglZL IR

La deuxieme assertion est une simple conséquence de 3.3 et de la définition de la norme
[-fl-1- O

Un autre résultat topologique concernant les espaces H; et H_; dont on trouvera une
preuve dans [6], une fonction f est dans H_; si et seulement s’il existe une fonction s dans
le domaine de y/(—S) telle que \/(—=S)h = f. Dans ce cas || f||-1 = || f||z2(x), ce qui signifie
que

IFI12y =< hoh >a=< (=) V2 f,(=8) 2 f >a=< (=8)7 . f >n,
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car S est symétrique.
On donne maintenant le résultat principal de ce chapitre. Fixons une fonction V' dans
L*(m)N'H_y et A > 0, considérons 1’équation résolvante

AMy=LiH=V. (3.5)

Théoreme 4 Supposons que
sup ||Lfa]l-1 < oc. (3.6)
0<A<1

Alors (1/ﬁ)/ V(Xs)ds converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée de
0

variance
= lim A1
Notons que
sup ||[Lfal]l-1 < oo siet seulement si  sup |[Afall-1 < oo, (3.7)
0<A<1 0<A<1
car V € H_4.

La preuve de ce théoreme est faite en deux parties. Dans un premier temps on donne
t

une majoration de la variance limite de (1/v/%) / V(Xs)ds, on montre qu’elle est majorée
0

par un multiple de ||V]|—;. Dans le cas ou le générateur est symétrique i.e. 7w est une mesure
réversible pour le processus de Markov X, la variance limite sera égale a 2||V||?,. Par la
suite on montre le théoreme centrale limite pour la fonctionnelle additive sous les conditions

Alino)\HfAHB(w) =0 et /\hi)no 1fx = flli =0,

pour une fonction f € H;. Enfin on montre que la condition 3.6 du théoreme 4 implique
les conditions précédentes.

3.2.1 Variance limite

Dans cette partie on donne une majoration de la variance limite de (1/+/%) / W(X;)ds
0

pour une fonction de moyenne nulle W dans L?(m). Soit P; le semi-groupe du processus
markovien X;. Par un changement de variable on a

E, E (/OtW(Xs)ds>2] _ %]Eﬂ/tds/ter(Xr)W(Xs)
= /ds/ drE, (W(Xo)W (Xjs—r)) -

D’apres la propriété de Markov, E (W (X|s_.)/Fo) = Ps_r/W(Xo) et comme 7 est
invariante on a
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%/Ot ds/otdrIEﬂ W(X)W(X,)] = %/Ot dS/Oth]Ew (W (Xo)Er (W (Xjs—r1)/Fo)]

t t
= %/ds/ d1”<P|5_T|I/V,I/V>7r
0 0
t
_ 2/ ds<1—§)<PSW,W>7r.
; /

Si a™ est la partie positive d'un réel a, a™ = sup{a, 0} alors

+oo S\ +
o(W)? = 2limsup 1—=) <PW,W >,.
0 t

t—4o00

Si 7 est réversible i.e. L est un opérateur auto-adjoint dans L?(7), alors < P,W, W >=<
Py /oW, Py jsW > est positive et (1 — f) < P,W,W >_ est donc une fonction croissante en
t, dans ce cas par le théoreme de la convergence monotone

a(W)2=2/ ds < PW,W >, .
0

Dans le cas général ou m n’est pas forcément réversible, o(W)? est finie grace au lemme
sulvant.

Lemme 3 Soient T >0 et f:[0,T] x E — R telle que f(t,.) € L*(x) N'H_1 pour tout
0<t<Tetf(.,x) soit dérivable pour tout x € E. Alors il existe une constante universelle

Cy telle que
t 2
Eﬂ[sup </ f(s,Xs)d8>
o<t<T \Jo

Preuve — L’espace C étant un coeur pour le générateur L, il existe pour tout € > 0, une
fonction h; = h(t,.) dans C telle que ||[Shy — f(t,.)||r2(x) < €. Par la propriété de Markov
le processus

T
<c / ds || (s, )2

M, = h(t, X;) — h(0, Xo) — /t ds(L + 0)h(s, Xs),

définit sous IP, une martingale centrée adaptée a la filtration naturelle du processus X;,
de méme

définit sous P, une F, -martingale ou F, = 0{Xs,s > t}, M, est dite martingale ren-
versée. Posant

Zt = Mr; — M;—t et T(t, ) = Sht — f(t, )
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Un changement de variable permet d’écrire Z; sous la forme

7 = h(0, Xo) — h(t, X)) = — /t ds(L* — O)h(s, X.).

et
t t
Zi+ M, — _/ ds(L+8)h(s,XS)—/ ds(L* — O)h(s, X.)
0 0
t *
_ —2/ ds(L+L )h(s,Xs)
; 2
t
= —2/ Sh(s, Xs)ds
0

= —2/0 {f(s, Xs)+r(s,Xs)}.ds

On déduit la majoration

Ex

t 2 t 2
1
sup (/ f(s,Xs)ds> ] = -IE,| sup (Mt+Zt+2/ r(s,XS)ds) ]
o<t<T \Jo 4 |oser 0

t 2
= -IE, | sup <Mt+Mr_F —MT__t—i—Q/ r(s,Xs)ds) ]
0

0<t<T

3E,( sup M?) + 3E,( sup (M;)?)

0<t<T 0<t<T

t 2
+ 3E, [ sup (/ T(S,Xs)ds) ] .
o<t<T \Jo

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz et par définition de Ay,

t
E, [ sup (/ T‘(S,Xs)ds)
o<t<T 0

<T? sup B (r(s, X,)?) < T2
0<t<T

IN

2

t
<TE, { sup / r(s,XS)st]
0

0<t<T

Par I'inégalité de Doob on a

E.[ sup M} < 4Ex[MZ]

0<t<T
et
E.[ sup (M, )] < 4Ex[(M;)?].
0<t<T
Ainsi

t 2
E, [ sup (/ T(S,Xs)d:?) ] < 3Ex[M3] + BIEW[MT_Q] + 3772
o<t<T \Jo
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On conclut en remarquant

E,[M2] + E.[(M;)?)] = E.(< My, My >)+ E.(< My, My >)
T T
= —2/ E, [h(s, Xs)Lh(s, X;)] — 2/ E; [h(s, Xs)L h(s, X;)]
0 0
T
= 4/ < hg,—Shg >, ds
O T
= 4/ |hs|[3ds = 4/ |She||?, (car S est symetrique )
0 0

T
< 4 / 17 (5, )Py + T2,
0

t 2 T
Eﬂlsup ( / r(s,xgds) ] <12 / 1f (s, % + 4T,
0<t<T 0 0

il reste juste a faire tendre ¢ vers 0.

enfin,

3.2.2 Equation résolvante

On suppose que V € H_; N L?(7), en prenant le produit scalaire par rapport a f\ dans
I’équation résolvante, on obtient

A< o ho> A=<V i >
D’apres le lemme 2, <V, fA >< [|[V||_1||fall1, d’ou

X< fafa > A < VAL
Il en résulte que || fully < V]|t et [VI_alfall < V]2, alors

A< fa > HIAIE < V2,

d’ou
lim A\fy =0 dans L*(7) et sup ||fA]l? < co. (3.8)
A—0 0<A<1

t
Le but de ce paragraphe est de montrer le théoreme centrale limite pour (1/v/2) / V(Xs)ds
0

sous les conditions

Jim Al e =0 et lim [|fy = i =0, (3.9)

pour f € H;.
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t
Proposition 2 Pour toute fonction V dans H_,NL*(7) vérifiant 3.9, alors (1/+/t) / V(Xs)ds
0

converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée de variance
2 _ o1 2
o(V)* =2 lim ||fill}-
A—0

t
Preuve — L’idée de la preuve est d’exprimer / V(Xs)ds comme la somme d'une

0
martingale et d’un terme qui s’annule a la limite afin d’appliquer a nouveau le théoreme
centrale limite pour les matingales.

Pour A\ > 0 fixé, soit M} la martingale définie par

M = R~ (%) - [ LA(X)ds

d’ou

/Ot V(X)ds = M} + fr(Xo) — /(X)) + A/Ot fr(X)ds. (3.10)

Lemme 4 [ existe une martingale M, telle que
t
M} — M, et )\/ fr(X)ds — 0, dans L*(r)
0

lorsque X\ | 0.

Preuve — On commence par montrer que (M), est une suite de Cauchy. En effet pour
A>0et N >0 fixés, comme 7 est invariante, 'expression de la variation quadratique de
la martingale M} — M} est donnée par

Ex |:(Mt)\ - Mt)\,)2i| = I, {/Ot [Lax(Xe)? = 2fan (X)L (X,)]

t

= 2/ ds < fax, (L) fax >x
0

= 2t fr— fvli

ol fax = fr— fyv. Sous les conditions 3.9 de la proposition, f, converge dans H;. La suite
(M) est donc une suite de cauchy dans L?(7) est donc converge vers une martingale
M,;. La deuxieme assertion de ce lemme s’obtient par application de I'inégalité de Cauchy-

Schwartz.
o [(f )] = [

< PE(f(X0)?) = [ fll7x
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O
D’apres l'identité 3.10 et ce dernier lemme, f)(Xo) — f1(X;) converge aussi dans L?(7)
lorsque A | 0. Notons R; cette limite, d’ou

t
/ V(X,)ds = M, + R,.
0

Lemme 5 \/%Rt s’annule dans L*(r), lorsque t T oo.

Preuve — Considérons le processus
t
0

La fonction f) étant solution de I’équation résolvante

/ V(X,)ds = A / (X - [ nxas

alors .
Ry = M} — M, + fA(Xo) — /(X)) + )\/ fr(Xs) ds. (3.11)
0
Compte-tenu de la convergence de M} vers M; dans L*(r),
B [ = 2)] = fim B (22— M)

= [lim 2t f — il

= 2| fr— fIE.

Intéressons nous maintenant au second terme de I’équation 3.11, on a

E. [(f2(Xo0) = A(X))] < 4 A7 20m-

Pour le dernier terme de 3.11 par un calcul précédent on a

¢ 2
E, [(/0 fA(Xs)dS) ] < ) falla -

1 4
TEC(R) < 05 = 2+ 31l (7 +002).

Enfin

pour tout A > 0. Posons \ = % dans l'inégalité précédente on obtient en vertu des hy-
potheses faites dans cette partie la convergence de (1/v/t)R; vers zéro dans L?(r). Ceci
acheve la preuve de ce lemme. O
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Enfin la preuve de la proposition 2 i.e. la convergence en loi de la fonctionnelle additive
vers une variable aléatoire gaussienne centrée de variance o(V')? résulte alors du théoreme
centrale limite des martingale et du lemme précédent. En utilisant la stationnarité des
accroissements de la martingale M; on obtient

—_

3

E < M,M >,] =Y [(My1— M)*] =nE (M?).
k=0
Il s’en suit que
2 < M,M >4 . 2N . 2 .
oV = i B, | S (M) =2 Jim I =2 Jimy < V£ >

3.2.3 L’estimation dans H_;

On a montré le théoreme centrale limite pour la fonctionnelle additive sous les conditions
3.9 et V dans H_; N L*(r). Dans cette partie on montre que si la condition 3.6 est vérifiée
alors 3.9 l'est aussi. Avant on donne un résultat d’analyse fonctionelle qu’on utilisera pour
la preuve du lemme principal de cette partie.

Proposition 3 Sur un espace de Hilbert dont le produit scalaire est noté par < .,. >,
considérons la suite u,, qui converge faiblement vers u et tel que

lim sup < u,, u, >< 0o.
n>1

1l existe une suite v, obtenue par combinaison convexe de w, et qui converge fortement
vers u.

Lemme 6 Soit V une fonction dans L*(7) N H_1. Supposons qu’il existe une constante
finie Cy telle que
sup | Lil|1 < Co.
A>0
Alors il existe une fonction f dans Hy telle que
i | fallzy =0 et Lim [[fx = flli =0

Preuve — On déja vu d’apres I’équation de la résolvante 3.5 que

sup [[falli VI et sup A< fa, fo >-< [[V2,.
0<A<1 0<A<1

Donc Afy converge vers zéro dans L?(7) lorsque A 1 0.
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Comme sup || Lfy||-1 est borné, de toute suite A | 0 on peut extraire une sous suite
A>0
qu’on notera toujours A, telle que Lf, converge faiblement dans H_; vers une fonction

U. Fixons une fonction g dans L?*(7) N'H;, comme Lfy, converge faiblement vers U,
< Lf)\n7g >r——< Uvg >
lorsque n T oo. D’autre part comme f,, est la solution de 1’équation résolvante

lim < Lfy,g>=—<V,g>+1lm <\, fr,, 9 >x -

n—s-4o00o

Cette derniere expression est égale a — < V, g >, puisque \f, converge fortement vers zéro
dans L?(7) lorsque A | 0. Donc < U, g >,= — < V,g >, pour tout g dans L?(m) N H;.
Comme L*(7) N H; est dense dans H;, alors

<U,g>=—<V,g>, VgecL*n),

dou U = -V.

De la méme maniére, comme sup || fy||; est borné, de toute suite A, | 0 on peut extraire
A>0
une sous-suite qu’on notera toujours A, pour laquelle f) converge faiblemet dans H; vers

une fonction W.

En appliquant la proposition 3 pour les suites f), et Lf\, , on peut donc trouver une
suite u,, telle que u,, (Lu, resp.) converge fortement vers W (—V resp.) dans H; (H_iresp.),
on a < Uy, Lu, >, converge vers — < W,V >.. Comme — < uy,, Lu, >,= ||u,|? et |Ju,|?
converge vers |W||2, dou |[W|i =< W,V >, .

Montrons maintenant que )\liino < fr, [ >x= 0. Procédons par I'absurde. Supposons
que A < fi, fr >r ne converge pas vers zéro. Dans ce cas il existe € > 0 et une suite A\, | 0
tel que A\, < fa,, [, >=> €, pour tout n € IN. Dans ce qui précede on a montré I'existence
d’une sous-suite A, pour laquelle fy converge faiblement dans H; vers une fonction W
vérifiant la relation

<W,V >,=|[|[W]i.

Comme f) est solution de I'équation résolvante

limsup || fy,, 2 < limsup {1 f 220+ 1, 13}

e e (3.12)
=limsup < fy ,,V >=< W,V >= HWH% < Hf,\n,Hf.

Ceci contredit le fait que A\, < f,, f), >»=> € pour tout n € IN. Ainsi on aura montré que
)\hi}no < fa, fr >x=0.

D’apres 3.12 on a aussi la convergence forte de f) , vers W dans H;. En particulier
de toute suite A, on peut extraire une sous-suite A, pour laquelle fy , converge fortement
dans H;. Pour montrer que f) converge fortement, il reste a montrer l'unicité de la limite.

Soient A, et u, deux suites décroissantes et telles que

lim A, =0 et lim p, =0.

n—--—4oo n—-s—4o00



26 CHAPITRE 3. THEOREME CENTRALE LIMITE

Soient W, et Wy les limites fortes dans H; de fy, et f,, respectivement. Comme f) est
une solution de I’équation résolvante

< )\nf)\n - Mnflt7l7f/\n - an >7r +||f>\n - fﬂn”% = 07

pour tout n. Comme fy, f,, converge fortement vers Wy, Wy dans H;, alors
im |fy, = fullF = W7 = W2},
On a montré que /\limo)\||f,\||%z(w) =0, d’ou

hig() < )\nf)\n - Mnfunvf/\n - fun >p= _nh—r>noo{< /\nf/\nafun > + < Mnfuwf)m >7r} .

n

Chaque terme de la derniere expression s’annule lorsque n T oo, en effet
A < f)\nafun >a= A < f)\nafun —Wa>r +A < f)\n7W2 >
Par 'inégalité 3.3 du lemme 2

A < foans frn = Wo > < (| -1l fun — Walli-

Comme Afy est bornée dans H_; et f,, converge vers W5 dans H;, ce dernier terme
s’annule aussi. Enfin comme Af) converge faiblement vers zéro dans ‘H_; et Wy € H; alors

lim A, < f,, Wo >,= 0. Ceci conclut la preuve de ce lemme. O

La preuve du théoreme 4 découle du lemme précédent et de la proposition 2.

3.3 Exemples

Fixons une fonction V' dans L?(w) N 'H_;. Dans cette partie on donne trois cas ou la
solution f) de I’équation résolvante 3.5 satisfait la condition

sup [|Lfa]l-1 < oc.
0<A<1

3.3.1 Réversibilité

Supposons que le générateur L est auto-adjoint dans L?(7). Dans ce cas on a, pour tout
a R
<af+g,(=L)(af +g) >z=a*|f|l} = 2a < Lf,g >~ +llg[7 = 0

donc
2a < Lf,g > —a®||f|[7 < llgll}

et par négativité du discriminant on aura

<Lf,g>2< | fIRl9l
il s’en suit que
ILflI-1 < 111,

ainsi Lf est dans ‘H_;. Dans le cas réversible la condition 3.6 est une conséquence de 3.8
et c’est cette méme condition qui donne o(V)? = 2 )\limo £l
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3.3.2 La condition du secteur

Supposons que le générateur L satisfait la condition du secteur : il existe une constante
Cy telle que
< fa Lg >72r§ CYO < fa (_L)f >2< g, (_L)g >

pour toutes f et g dans le domaine de L. En vertu de 3.3 on a pour toute g dans D(L)

| Lgll-1 < Collglls-

La condition 3.6 découle de 3.8 dans ce cas aussi. L'inégalité précédente signifie que L est
un opérateur borné de H; dans H_;. Il est clair que la partie symetrique du générateur L
vérifie cette propriété (||Sgl-1 < ||gll1,Vg € H1). Donc pour que L soit borné il faut et il
suffit que A = (L}L*) la partie asymétrique du générateur L soit bornée de H; dans H_;
ie.,

|4gl?, = < Ag,(—=95)'Ag >,
= <g,A(=95)"Ag >,

< Collglli =Co < g,(=9)g >,

pour tout g dans D(L). La condition du secteur peut s’écrire encore sous la forme
A*(=S)TTA < Cy(-9),
pour une constante Cy. Il s’en suit que
(=) < (=8) + A"(=8) A< (1 + Co)(=9)

et
Crlo(V)? <|IVIP, < Cro(V)?

pour une constante C. Cela signifie que sous la condition du secteur, la variance limite est
finie si et seulement si la fonction V' est dans H_;.

3.3.3 La condition du secteur gradué

Maintenant au lieu de supposer que le généarteur L satisfait la condition du secteur
sur L?(m) tout entier, on décompose L*(7) comme une somme directe d’espaces A,, ortho-
gonaux et on suppose que sur chaque A, le générateur L satisfait la condition su secteur
avec une constante qui peut étre différente.

Supposons que L?(7) peut étre décomposé en somme directe @,>0A,, d’espaces ortho-
gonaux.

Une fonction f dans A, est dite de degré n. Pour n > 0 notons par 7, la projection
orthogonale telle que

fzzﬂnf et m,f € Ap,

n>0
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pour tout n > 0 et f dans L?(7).
Supposons que le générateur L, conserve le degré de la fonction ou le fait changer de
un, i.e.

L: D(L) ﬂAn — An—l UAn U An—i—l-

Notons par L_ (rep. Ly et Lg) la partie qui fait décroitre (croitre, conserve ) le degré de
la fonction.
Supposons que Ly peut se décomposer sous la forme

Lo = Ry + DBy,

ou — Ry est un opérateur positif borné par —CyL pour une constante Cj.

0<< f,(=Ro)f >=<Co < f,(=L)f >x, (3.13)

pour toute fonction dans D(L).

Comme — Ry est positif, on reppéte les mémes étapes de la sction 3.2 avec Ry a la place
de L. On définit les espaces de Sobolev Hy 1, Ho —1 et les normes ||.|[o1 et ||.|o,—1 associés
a Ry.

Comme Ry conserve le degré de la fonction, alors

115, = <[, (=Ro)f >=

= < Z 7Tnfa (_RO) Z an >n
= Y <mfi(“Ro)Tf >2= Y |mflls. (car — Ro(m.f) € Ay),

pour toute fonction dans le domaine du générateur.
Pour les mémes précédentes raisons, pour toute fonction f dans L*(7),

116 = SBB:){Q <Y mufig>n —lglga} < D lmafli3s,
g€ "

n>0

I’égalité s’obtient en prenant un exemple ou cette borne est atteinte, soit f = m,, f pour
un ng fixé.
L’inégalité 3.13 peut s’écrire en terme de norme comme suit

1 fllog < \/Eo||f||1,

pour toute fonction dans le domaine du générateur et pour une constante C finie.

De méme en vertu de la définition des normes ||.||p -1 et [|.||-; on a
I£12, = sup {2 < f 9>~ —lglli}
geD(L)
< & sup {2<Cof 9> —gll51}
g€D(L)

< GollfII5.--
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Ainsi
1fll=1 < vV Coll fllo,-1 (3.14)

pour toute fonction f dans L?*(7) et la méme constante Cy. Supposons maintenant que la
condition du secteur soit réalisée sur chaque sous espace A,, avec une constante qui dépend
de n. Il existe B < 1 et une constante Cj tel que

< fi(=Ly)g >2< Con®P < f,(=Ro)f >2< g,(—Ro)g >=
(3.15)
< g,(—Lo)f >2< Con®P < f,(=Ro)f >x< g.(—Ro)g >n,

pour toutes fonctions g € D(L) N A, et f € D(L)N A,y 11 s’en suit que
IZ+9llo-1 < v/ Con®llglloa

et
IL-fllo~1 < V/Con|| fllo,

pour toutes fonctions g € D(L)N A, et f € D(L)NA,11.

Lemme 7 Soit V une fonction dans L*(r) telle que

S VI -, < oc.

n>0

Si f est une solution de l’équation résolvante 3.5. Il existe alors une constante C dépendant
juste de B,k et Cy telle que

Yo lImafalliy < Gy n®m VG

n>0 n>0

Preuve —  Soit {t,,n > 0} une suite croissante qu’on fixera plus tard. Notons par
T : L?(m) — L?(rw) Vopérateur qui est le multiple de I'identité sur chaque A,

Tf= Ztnﬁnf.

n>0

En appliquant T" et en prenant le produit scalaire par rapport a 7' f, dans I’équation de la
résolvante 3.5 on obtient

A< Tj}uyjk > = <{Tfk¥TLJk:>W

=<ThH,TV >+ <Tf\,—LTf\> + <Tfx, LT f\ >,

et

ANZTHTf>r = <Tf LT\ >=<TfH,TV > — <Tf\,LTfr —=TLf\ >,
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alors
AN<TfTf >r — <ThH, LT f\ >z=< T, TV >, — < Tfr, [L, T)fr >n,
ou [L,T|fx = LT fx — TLfy. Par 'hypothese 3.13 on obtient
A<ThHTH >4+ <Th,(=L)Tf\> > Cy' <Tfr,(—Ro)Tfr>x

= GHUITAIR,
= Ci' ) tlmahillga
n>0

Soit & > 0. Dans ce qui va suivre on estimera le produit scalaire < T'fy, [L,T|f\ >x
en terme de [|Tf5[§,. Comme T" commute avec tout opérateur qui conserve le degré en
particulier avec Ly on a donc

(L, T] = [Ly + L_,T).

Afin de fixer les idées, considérons juste 'opérateur [L,T] 'autre sera estimé de la méme
maniere. Comme L, fait croitre de un le degré de f, par définition de crochet [,], pour
tout f dans D(L) on a

7Tn[L+, T]f = L+T7Tn,1f — TL+7Tn,1f = (tn,1 — tn)L+7Tn71f

Alors
<TF)\7[L+7T]f)\ >p = Z < 7Tan/\,7Tn[L+,T]f)\ >n
n>0
- Z(tn—l - tn)tn < an)\a L+7Tn—1f>\ >
n>0

Par ’hypothese 3.15 et comme la suite ¢,, est croissante alors

Z(tnﬂ —tp)tn < Tpf, LyTn1fo >7 < Z(tnfl — t)ta Con® || m falloallma—1 falloa

n>0 n20
< 3 (tner — ta)tnCon®(lma fall5
n>0
5D (bt = ) tuCon®llma-1 il 1
n>0

Comme B < 1, il existe n; = n1(Cy, B, 6, k) tel que

5 (n _ 1)2k 5 n2k n2k
C()’)’L {1—7 S(S et CQTL m—l mgé,

pour tout n > n;. Fixons ny > n; et posons

tn = 13" U nenyy + 02 L <ncnst + 12 Ly
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Avec cette définition de t,, I'expression précédente est bornée par

<1y (1-

tho
=) Il

n

n>0
tnfl tn
32 (t - 1) £2Con” w1 Sl
n>0 n n—
< Zt121||77nf/\||(2),1 = 5||Tf/\||g,1-
n>0

Il reste & estimer < T'fy, TV >,. Par I'inégalité 3.2 et comme 2ab < A~ta? + Ab? pour
tout A > 0, alors

<TfH,TV >, = Zti<wnfk,7rnv >
< D tlmafilloalmaV o
n>0
< 0 tlmahlgs +07 D tlm Ve
n>0 n>0
< OTANG, +0HTVE -y

Enfin
CollTANZ, < <THTV >p+ > Th Ly, Ty >0 + < T, Lo, T >x
< BTG, + 0 HITVIE -y
Si on choisit § = ﬁ dans ce cas
ITfxll5, < 16CFITV Gy
Faisant tendre ny T 0o. Soit T” 'opérateur associé a la suite ¢/, définie par
Zf;t = n%][{nzm} + n%k][{er}.

On déduit que
2
Y o mafilgs < 0 @) Imahllgs <1665 Y () maV G -

n>0 n>0 n>0

< 16C5n7" Y n**|m V|5,
n>0
donc Oy = 16CEni* et 6 = g7 O
Supposons que L satisfait la condition du secteur sur chaque sous espace A,

<g,(=Lo)f >2< Con® < f,(=Ro)f >x< 9,(=Ro)g >, (3.16)
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pour v > 0 et tout g dans D(L) N A,,. On impose aucune condition sur . Par définition
de la norme ||.|lo,—1

ILofllo~1 < v/ Con”[| fllos,
pour toute fonction f dans D(L) N A,,.

Lemme 8 Supposons que le générateur L satisfait 3.13, 3.15 et 3.16. Fizons une fonction
V telle que

> mVs o < oo,

n>0

pour k > (bV 7). Soit f\ une solution de l’équation résolvante 3.5. Alors

sup [|Lfxllo—1 < o0.
0<A<1

Preuve — De l'inégalité 3.14 il s’en suit que

ILAAZ ) < Coll LAl 1 = Co ) ImuLfalls -

n>0
Fixons n > 0. Comme
TnLfx = L_Tni1fa + Lomnfx + Lymn-1 /.
Par 3.16 et 3.15 on a

||7Tan>\H0,—1 < |\L—7Tn+1f,\|’o,—1 + HLOan/\Ho,—l + Hl+7fn—1f,\||0,—1

< Con®||mpi1fa

01 + Con |7 frllo1Con® || 71 fxllo.1,

d’ou

ILfAl1%, < 3C3 (Z 0P| T fillg s + nzon® lmafallss + > 0P lmasi fo o> .
n>0 n>0

D’apres le lemme précédent et comme k > (B V )

HLf)\H2_1 < CanQRQkH’/Tnf/\

3,1 <Gy Z nz’“HﬂnVHg,_p

n>0

pour une constante finie Cy dépendant seulement de Cjy, B et ~.
O
Ainsi pour montrer le théoreme centrale limite pour une fonctionnelle additive d’un
processus de Markov, il suffit de montrer que le générateur vérifie la condition du secteur
gradué i.e. 3.13, 3.15 et 3.16.



Chapitre 4

Particule marquée

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de montrer le théoréeme centrale limite pour la position d'une
particule marquée dans un processus d’exclusion simple avec la méthode présentée dans le
chapitre précédent.

Parmi les modeles de systemes de particules, les plus étudiés et les plus simples sont
les processuses d’exclusion simple. Il représente 1’évolution d’une marche aléatoire sur Z¢.

Fixons une mesure de probabilité P(.) sur Z¢, les particules sont réparties sur Z¢ de
fagon a n’avoir au plus qu'une particule par site.

Les particules évoluent sur Z¢ comme une marche aléatoire avec une probabilité de
transition invariante en translation

P(z,y) = P(0,y —x) = P(y — ).

A chaque instant la particule essaye de sauter. Le saut et soit accordé ou soit supprimé
afin de respecter les regles de 1’exclusion simple.

La description précédente correspond au processus de Markov sur X; = {0, 1}Zd dont
le générateur est donné par

(LA = Y n@)(1=nle+2)P=) [f("") = f(0)] (4.1)

n représente une configuration de X;. Pour z € Z% n(z) = 1 si le site est occupé et n(z) = 0
s’il ne l'est pas et f une fonction cylindrique i.e. elle ne dépend que d’un nombre fini de
coordonnées. La configuration n™¥ est obtenue en interchangeant les variables d’occupation

n(x), n(y),

n(z) st z#zy

n"(z) =4 nly) si z=ux
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Le processus d’exclusion simple est dit symétrique si la probabilité de transition est
symétrique i.e.

P(z) = P(—=).

Il est dit de moyenne nulle si la probabilité de transition n’est pas symetrique mais vérifie

Z zP(z) = 0.

z

Tous les autres cas sont dits asymétriques. Afin d’éviter les cas dégénérés on suppose que
la probabilité de transition P est irréductible dans le sens ot {z, P(+z) > 0} engendre Z¢,
i.e.pour toute paire de site =,y dans Z¢ il existe M > 1 et une séquence zg = , ..., Ty =Y
tel que

P(ZL'H_l — Z‘l) + P(l‘l — l’,‘_l) >0,
pour tout 7 : 0 < ¢ < M — 1. On supposera aussi que la mesure de transition est a portée

finie i.e.,

JAg € N, P(2) =0, Vz & [~ Ay, Ag)%. (4.2)

Notons que le nombre de particules est conservé par cette dynamique. Cette conservation
entraine 'existence d’une famille a un parametre de mesures invariantes.

Pour 0 < a < 1, notons par v, la mesure produit de Bernoulli de parametre a. Cela
signifie que les variables {n(z),z € Z¢} sont indépendantes pour v, leurs marginales sont
données par

vo{n(z) =1} =a=1—-v.{n(x) = 0}.

Un simple calcul montre que les mesures produit de Bernoulli {v,,0 < o < 1} sont
invariantes pour le processus de I'exclusion simple. En effet par la proposition 1, il suffit

de vérifier que [ Lfdv, = 0 pour toute fonction cylindrique.

Par I'hypothese 4.2 on peut fixer un ensemble fini de site A C Z9, tel que

Lf(n) =Y Pla,y)n(@)(1 —n(y) [f(n"") — f(n)].

Alors
/Lf(n)dva = Y Pla,y)n(x)(1 =) f(")valdn)
— Y Pla,y)n(@)(1 = n(y) f (n)va(dn).

T,yeEA

Introduisons la notation n = (1, n(x),n(y)) ou ' représente toutes les coordonnées a
I'extérieure de {z,y}.
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Soit v/, la distribution marginale de 7 et v? la distribution marginale de n(x). Comme
v, est une mesure produit, on peut intégrer séparément sur les coordonnées distinctes, d’ou

[ valdmnte) @ = n(w) 1)
= [ty [ vitan)) [ vatan)nt - o) £/ n(w).nta)
~ [t - w070,
— [ valdmnto)a = n(@) 5o

Alors /Lfdz/a(n) = /u&d(n’)a(a —1)f(1,0,1) (Z P(x,y) — ZP(y,x)) =0, car P

est doublement stochastique. Notons par L* le généralteur défini par

(L)) = D nlz+2)(1=n@)P(2) [f(n"") = f(n)] .

z,2€24

associé a la probabilité de transition P*(z) = P(—z). L* est 'opérateur adjoint de L
dans L?(v,). En particulier le processus d’exclusion simple symétrique est auto-adjoint par
rapport a v, (0 <a <1).

Pour t > 0, notons par 7, I’'état du processus de Markov dont le générateur est donné
par 4.1 a l'instant ¢.

Parmi toutes les particules marquons une et notons par X; sa position a l'instant ¢. Le
processus X; lui méme n’est pas Markovien car son évolution dépend de la position des
autres particules. Par contre (1;, X;) est un processus de Markov sur X; x Z<.

Notons par {7,,z € Z%} le groupe de translation sur X,;. Pour z,y dans Z%¢ et une
configuration n dans Ay,

(T=n)(y) = n(x +y).

L’action du groupe de translation s’étend naturellement sur les fonctions et les mesures.
Notons par & 'état du processus a 'instant ¢t vu de la particule marquée

gt - TXt/r,t'

Pour le processus & 'origine est toujours occupée, puisque

£i(0) = (1x,1m:)(0) = n:(Xy) = 1.

On peut considérer £ comme une configuration de X; ou l'origine est toujours occupée ou
comme une configuration de X = {0,1}%, ot Z¢ = Z% — {0}. On utilisera la deuxiéme
convention.

En vertu de la théorie classique des semi-groupes de Feller, le processus &(z) = m(z +
X;), représentant le systéme vu de la particule marquée est un processus de Markov sur
X7 de générateur £ donné par
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(LHE) = D Ply—2)&(x)(1 ) [F(E€Y) = F(O)

z,yeZd

+ ) P(2)(1—&(2) [£(8:6) = f(E)]-

2€24

(4.3)

La premiere partie du générateur prend en compte les sauts de I’environnement, pen-
dant que la deuxieme partie correspond aux sauts de la particule marquée. Dans la for-
mule précédente 6, sont les configurations ot la particule marquée qui est a 'origine est
transférée au site z et la totalité du systéme est translaté de —z. Pour tout y dans Z¢

£(2) sioy=—2
(0:6)(y) =
Ey+2) si yst—n

Pour 0 < a < 1, notons par v} les mesures produit de Bernoulli sur X par £* le
générateur définie par 4.3 dont la probabilité de transition P*(y) = P(—y) et par <,>, le
produit scalaire sur L?(p) pour une mesure de probabilité pu.

De la méme maniere que pour les v, on montre que {v*,0 < a < 1} sont invariantes
pour le processus markovien & de générateur infinétisimal £ dont I'adjoint est £* dans
L2(v7).

On avait vu le role que jouait H; pour établir le théoreme centrale limite pour une
fonctionnelle additive. Pour le processus d’exclusion simple vu de la particule marquée
dont le générateur est £ on a

<fi(=L)f > = 5<fi=(LAHL)f >0

N

- ig;fxy~w/d@a@u—§@»umw>—ﬂmf wa
N %E:pgx/mﬂl—ﬂdﬂﬂﬂﬂ—f@ﬁ-

L’une des questions concernant le comportement asymptotique de la particule marquée
est la loi des grands nombres. Pour 0 < a < 1, notons par IP,: la mesure sur 'espace
D(RR, X)) associée au processus de Markov de générateur £ et de mesure initiale v/.

Dans le résultat suivant Saada [7] a montré la loi des grands nombres pour la position
d’une particule marquée.

Théoreme 5 Pour tout 0 < a <1

en IP,. probabilité, ot v = Z z2P(z2).

2€24
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Afin d’établir le théoreme centrale limite, notons par Z; le processus avec un changement
d’échelle de la position de la particule marquée

i :
Pour tout z tel que P(z) > 0 et pour s < ¢, notons par N[";’t] le nombre total de sauts
de la particule sur l'intervalle de temps [s, ¢] de longueur z. Soit N7 = N['f) - Soient

Z

M7 = N7 / P(2)(1 - £.(2))ds.

M = (M7 — / P(2)(1 - &,(2))ds.

On remarque que M/ et M7 sont des martingales qui s’annulent en zéro. En effet il
suffit de remarquer que My peut encore s’écrire sous la forme

t
My = Nf—/ P(2) g, (z)=0y ds
0

t
= N - /0 Lz . (:)=0} ds
et comme Tyx,7; est un processus de Markov My est donc une martingale. Il en est de méme
pour M7.
Pour y, z dans Z¢ tels que P(z —y) > 0 et s < t, notons N[ys’ﬁz"] le nombre de sauts de la
particule dans l'intervalle de temps [s, ] entre y et z. Soit N;"* = N7 Soient

=y [ Ply — 961 — &(2))ds,

MPE = (M=) — / Py — 2)6(y)(1 — &(2))ds.

De la méme maniere M* peut encore s’écrire sous la forme

t
M{* = N{* — /0 Py — 2)Ury o (y)=1,7x, ns(x)=0}dS-

Du fait que 7,7, soit un processus de Markov MY* et M¥* sont aussi des martingales.
Afin d’obtenir la position de la particule marquée, on a juste besoin de sommer le
nombre de sauts multiplier par la longueur du saut

X, = ) 2N
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En particulier pour tout vecteur a dans R¢

@z) = [aX- %/0 S 2P(2)(1 - a)ds

P I %/0 S 2P(2)(a — £4(2))ds
— 1S (@M + %/0 S (@2)P(2)(a — £(2)

t
- %2 [ Vieas

Ou M} est une martingale réelle définie par
Mp = Z(a.z).MiZ
zez4
et V, est une fonction de moyenne nulle définie par

V() = ) (a.2)P(2) (= £(2)). (4.5)

2€Z4

Dans les formules précédentes (a.b) est le produit scalaire dans R¢. Pour prouver le

t
théoreme centrale limite pour le processus Z;, on a besoin de représenter / Va(&s)ds comme
0

la somme d’une martingal@/]\NJt plus un terme qui s’annule a la limite et puis de calculer la
variance limite de M + M,. Par le théoreme 4 une telle représentation est possible si les
solutions de I’équation résolvante

Ajk'_Wﬁj} ::L;

vérifient la condition 3.6. Dans ce cas ]\Z est la limite lorsque A | 0 de la martingale M}
définie par

M} = (&) — fr(&) — /0 Lfr(&s)ds.

Toujours par le théoreme 4 si la condition 3.6 sur la solution de 1’équation résolvante
est satisfaite,

1 1
(a.Z;) = WM;I + %Mﬁ + R}

et . lim /\limo R} = 0 dans L*(v%). Comme v’ est invariante, la martingale M2 + M,
—+00 A\—
satisfait les conditions du lemme 3 pour tout ¢ dans IRY, sous la condition 3.6, Z, converge

en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée de co-variance D(a)) qu’on calculera.
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Comme

&) = (&) = Z/ IEEYY — fa(&s )}de’y

z,yeZd

N Z/ F0:6) — frl&)] ANZ,

2€74

M} peut s’écrire en fonction des martingales M7 et M,

M= f(E) - k) - ZP —:c/f )1 — EWIAE™) — fr(E)]ds

- T / ENIA0:6) — F))]ds
_ Z O AE) - Ae)] dey+Z/ [F2(0-6. ) — Fal€ )] dME.

On peut maintenant donner une formule explicite de D(«).

(a.D(@)a) = By [(Mf + 7)) = lim By [(M + M})’)

;lm{ (55 [ wer- s ra) |
+ (Z/{az [3(0:6) = F(6s) }dMZ)”

Du fait que les martingales M7 et M;"¥ sont orthogonaux D(«) est encore donnée par

A—0
RN

B, (M7 + M) = lim { Y. Ply—o)E.,; [E@)1 - )IAEY) = AQ©)]

+ Y PE)E, [(1-£(2) {(a2) + [/1(0:6) = K] } .

z2€24

En développant le carré dans la derniere espérance, on obtient pour tout A\ fixé,

(1—a) Y P()(a2)?+2 3 (a.2)P(2)E,; [(1 - (=) [fr(6:6) — [(€)]

+ Z Py — 2)E,; [£(z)(1 = EW))A(E™Y) — fr(6))]
- Z E,, 2))A(0:6) = Hr(€)F] -

2ez4
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En vertu de 4.4 la somme des deux derniers termes est égale & 2||f,||3. Le changement
de variable ¢ = 60.£ dans la formule IE,.[(1 — £(2)) f(6)] nous permet d’écrire

Ey; [(1 = &(2))2(0:)] = By [(1 = £(=2)) /2]

et
2 Y (a.2)P(2)Ey [(1-£(2))[/(0:6) = Hr(©)]
= 2) (a2)P(2)Ey[(1 - &(=2))f(6)]
= 2< ;Va’ f >1/;§7

Wo=) (a2)P(2)(£(2) = &(=2))-

2€74

En conclusion

(a.D(a)a) = (1—a) Y P(z)(a.2)*+ Jim {2 < Wa, fr >0 +2[| A3},

2€Z4

pour tout a dans IR%. On avait déja montré que Alim AT = )\lim < Vg, fx >, d’autre
—0 —0 D‘

part
Vo + W, = Z (a.z)P(z)[a — &(—2)].
Alors -
(a.D(a)a) = (1 — «) Z P(z)(a.z)* +2 Z < Wa, f >uss (4.6)
2€24 A—0
ot W, = Z (a.z)P(z)|[a — &(—2)).

z€Z4
Dans cette premiere partie de ce chapitre on a montré le théoreme centrale limite pour
une particule marquée dans un processus d’exclusion simple sous la condition 3.6 sur les
solutions de I’équation résolvante. Dans ce cas la variance limite est donnée par 4.6. Dans
ce qui va suivre on montrera la condition 3.6 dans différents contextes.

4.2 Cas Symétrique
Supposons que P est symétrique. Dans ce cas le générateur £ est auto-adjoint. Afin

d’appliquer la méthode présenter au chapitre deux, on a besoin de vérifier que V, est dans
I'espace de Sobolev H_; associé au générateur L.
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Fixons une fonction f dans L*(v}). Comme V, est de moyenne nulle et si < f >,. est
I’espérance de f par rapport a v},

BVl = 3 (a2)P() / (@ — €~ <  >ueldvr

E.V.f] = 3 (a2)P(2) / (1= €)= < f >uldvr

car P est symétrique et pour tout a dans R? la somme o' (a.z)P(z) < f >,:= 0.
Par le changement de variable ( = 0. la derniere expression peut s’écrire sous la forme

S (@a)P() (L=~ < f 0] dv =

2€Z4

EY @a)PE) [ - - < 2] d;

13 (@) P(2) / (1 = €= FO0E)— < f >ue] d,

car pour tout y # z, £(y) = 0_.((y) et £(z) = ((—=). Par le changement de variable 2/ = —z
dans la derniere expression et comme P est symétrique la somme des deux derniers termes
est égale a :

EVafl =5 3 @2)P(:) [ (1= €@ - 5001,

z€24

Par I'inégalité de Cauchy-Scwartz,

V) < 35 @2PEEPE | [0 €16 - 16010

< H1-0) T (@2PPE) X PE) [ (1€ - F0.0Pw;
D’apres la formule 4.4

1
(< Vi f>n 2 < S1—a) > (a.2)’P(z) < f. (=L f >,
2€Z}
d’out |
Vol < 50 =) > (a2)’P(2),
2€24

comme P est a portée finie, V, est donc dans H_; et la condition 3.6 se trouve réalisée
dans ce cas. C’est cette condition qui assure le théoréme centrale limite pour une particule
marquée dans un processus d’exclusion simple. Ce résultat a été montré initialement dans
le cas réversible par Kipnis et Varadhan [9].
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Théoréme 6 Supposons que la probabilité de transition P(.) est symétrique. Alors Z,
converge en distribution lorsque t T +00 vers une gaussienne centrée de co-variance D(a)
donnée par 4.6.

4.3 Le cas de la moyenne nulle

Supposons que Z 2P(z) = 0 et que P n’est pas nécessairement symétrique. Dans ce cas

z
Varadhan a montré la condition du secteur pour ce model, i.e. 'existence d’une constante
Cy telle que

{<[.(=L)g >} < Co < [,(=L)f >:< g, (—L)g >z,

Pour toutes les fonctions dans le domaine du générateur £. Varadhan a aussi montré que
V, est dans H_;. On a déja vu a la section 3.3.2 que si la condition du secteur est vérifier
et que V, est dans H_; alors la condition 3.6 est satisfaite et le théoeme centrale limite est
prouvé pour la fonctionnelle additive V,. Ce résultat a été montré par Varadhan.

Théoreme 7 Supposons que P est de moyenne nulle mais pas nécessairement symétrique.
Alors Z; converge en distribution lorsque t T oo vers une gaussienne centrée de matrice de
co-variance D(a) donnée par 4.6.

4.4 Processus d’exclusion asymétrique

Supposons maintenant que P est asymétrique. Pour tout n > 0 notons par &, ,, le sous-
ensemble de Zf de n points et soit £, = U,>0€., la classe des sous-ensembles finis de Zf.
Pour A dans &,, soit W4 la fonction locale,

§(z) —a

U,y =11,
A €A X(a)

Y

ot X(a) = afa —1). La famille {4, A € £,} est une base orthonormée de L*(v*). Pour
tout n > 1 notons par G, le sous espace de L?(1}) engendré par {U4, A € &, ,,} telle que

L*(V}) = ©,50Gn.

Les fonctions dans G, sont dites de degré n. Considérons une fonction locale f. Comme
{W4, A €&, ,} est une base de L?(1}), la fonction locale f peut s’écrire

F=) FATa=>" > f(AT =) mf.

A€, n>0 A€EE—x*n n>0

L’application m, est la projection orthogonale sur G,. Notons que f(a) ne dépend pas
seulement de f mais de la densité a aussi, f(A) = f(A,«). Comme f est une fonction
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locale f : & — IR, elle est donc & support fini. Pour un sous-ensemble A de Z¢ et z,y
dans Z9, notons par A, , et S,A les ensembles définis par

(A\{z}h)u{y} if ze€AygA
Ay =49 A{yhu{z} if yeAzrgA

A

A—y if ygA
SyA =
(

A=ylo-y if yeA

Dans cette formule B + z est 'ensemble {z + z,2 € B}. Pour obtenir S;A a partir de
A, dans le cas ou y est dans A, on translate A de —y (on obtient un nouveau ensemble qui
contient l'origine ) ensuite on enleve l'origine et on ajoute le point —y. Notons par s(.) et
a(.) le partie symétrique et asymétrique respectivement de la probabilité de transition P,

s(r) = %(P(w) +P(=x)), a(x)=Z(P(z) - P(=x)).

Notons par

(LA =1 3 s(y—2)[f(Any) — F(A)],

z,yeZd

(L3AIA) = > aly —2)[f(Asy) — f(A)],

zedygA (4.7)
(Lo f)A) = > aly—a)f(AU{z}),

A ygA

(L5 HA) = > aly—x)f(A-{y}).

T€EAYEA

et par

A) =Y P)lf(S,4) = f(A)],

yeA

A) =Y Pu)[f(S,4) = f(A)],

vgd 4.8
(LE(A) =D PWIF(A—{y}) — F(S,A—{=y})]. 4

yeA

= 3" PO)LFAU ) — F(S,AU {—y})].

yZA

Soit Lo, un opérateur qui peut étre décomposer comme

Loo=Ly+ (1 —2a)L5++/X(a) (LS — Ly).
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En général Ly, n'est pas un générateur markovien. Dans le cas particulier ot P est
symértrique les trois derniers opérateurs sont nuls et £y , restreint a &, ,, est un générateur
d’un processus markovien ot n particules se déplacent sur Z% selon une marche aléatoire
symétrique réspectant les regles de I’exclusion simple. Notons par £;, un opérateur qui
peut étre décomposer comme

Lro=all+(1—a)l2+/X()(LF+ L))

Le générateur £ peut s’écrire en fonction de Ly, et £, comme suit

= {(Loaf)(A) + (Lraf)(A)} T4

A€€.

En effet comme la famille {¥ 4, A € {,} forme une base, il suffit de calculer LW 4,

(LTA)E) = ) Ply—2)&(x)(1— &) [Ta(6™) — Tu(S)]

xycZd

+ Z P(2)(1—&(2)) [Pa(0.€) — Va(§)].

z€Z4

Notons par L1 et L5 la premiere partie et la deuxieme partie du générateur £. On comme-
nece par remarquer que

(L1WA) (&) = > Ply—x)(x) [La(€™) — Wa(€)],

x,yeZad

car sur 'ensemble &(x)¢(y) on a &Y = £. De plus le terme 14(£*Y) — 1¥4(€) est nul sauf
dans les casoun z € Aouz ¢ A,y € A. Dans ces deux derniers cas W4 (%) = Wy, (£), on
remarque aussi que

Vu(0:4) = Ys .a(n)

(1 —(I)\I/A—l— VX(O{)‘I’A\{Z} si z€ A

n(z)Va =
aVy + /X (a)Vpur si z¢& A
Alors
El\I’A = 2\/ Z — X quu{y} - 2\/ Z — X \IIA\{m}
r€AYZA z€AYEA
+ 0> sy =) (Ta,, —Pa)+ Qa—1)+ Y aly—a)(Ta,, + Va).
TEA,YZA zE€AYgA

Par un changement de variables on trouve que £; ¥ 4 = Ly, de la méme maniere on obtient
que LYy = L, ,¥4. On peut alors décomposer le générateur £ sous la forme

L=1L_+Ro+By+ L,
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" = /X(a) AZ{—MJ + LM (AW,
(Lif) =V X(a) §{2£+ LIT(A)Va,
(Bof) = > Al 1_AZZ L2+ all} f(A)W,,
(Rof) Aezgf Lif(A
Az,

L’espace L?(v}) et le générateur £ ont la méme structure présentée a la section 3.3.3.
Notons par Hy 1, Ho,—1 les espaces de Sobolev associés aux fonctions locales et a I’opérateur
Ro qui est symétrique est positif.

Afin d’établir le théoreme centrale limite pour la particule marquée, on besoin de mon-
trer que la fonction V,, donnée par 4.5 satisfait les conditions du lemme 8 et que le gnérateur
vérfie les hypotheses du secteur gradué 3.13, 3.15 et 3.16.

Sethurrman, Varadhan et Yau [8] ont montré qu’en dimension d > 3 toutes les fonctions
locales de moyennes nulles sont dans H_;. En particulier comme V,, est de moyenne nuule,

| < Vi f >0 < Coll £

pour une constante Cy et toutes les fonctions f dans le domaine du générateur. Dans [8] il
a éte montré par le lemme 4.4 que

1f1le < Coll fllo,

pour une constante Cy, d’ou V, est dans H _; et la premiére condition est satisfaite. Pour
les conditions du secteur gradué 3.13, 3.15 et 3.15 elles ont étaient montrées dans [2], [3],
[4] et [8]. On a donc le résultat suivant

Théoreme 8 Supposons que la probabilité de transition P(.) est asymétrique. Alors pour
la dimension d > 3, le processus Z; converge en distribution lorsque t T oo wvers une
gaussienne de matrice de co-variance D(«) donnée par 4.6.
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