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Dans toutes les langues, les nombres ont deux formes grammaticales, I'une qui sert & compter,
les adjectifs numéraux cardinaux,

frangais : un, deux, trois, quatre,...

anglais : one, two, three, four,...

allemand : eins, zwei, drei, vier,...

malgache : iray, roa, telo, efatra,...
et autre, dite ordinale, qui sert & ranger, & ordonner, les adjectifs numéraux ordinaux,

frangais : premier, deuxiéme, troisiéme, quatriéme,...

anglais : first, second, third, fourth,...

allemand : erste, zweiter, dritter, vierter,...

malgache : voalohany, faharoa, fahatelo, fahefatra,...
Au cours de ses recherches en analyse mathématique, Cantor a été amené & étendre ces concepts
aux ensembles infinis en créant les ordinaux et les cardinaux transfinis.

I. Définition des nombres ordinaux

1. Relations d’ordre sur un ensemble

Définition 1. Une relation binaire R sur un ensemble E est une relation d’ordre
st

o Rest réflexive : Vx € B, xRx

o fRest transitive : Vr,y,z € B, xRy et yRz — xRz

o ‘R est antisymétrique : Vx,y € E, xRy et yYRr —=zr =1y

On dit alors que E est ordonné par fR.

Exemple 2.
L4 N? <7
o FE . C,

o E=N* nRn' <= ndivisen'.

Si x et y sont en relation, on dit qu’ils sont comparables.
Si tous les éléments d'un ensemble E sont comparables, on dit que E est totale-
ment ordonné par R (ou que R est une relation d’ordre total).

Définition 3. Un ensemble ordonné est appelé bien ordonné (et son ordre est
appelé un bon ordre) si chacun de ses sous-ensembles non vide admet un plus petit
élément.
Exemple 4.

o L’ensemble vide est considéré comme bien ordonné.

¢ Tout ensemble fini est bien ordonné.

e L’ensemble des nombres réels, dans leur ordre naturel, de I'intervalle [0, 1]
n’est pas bien ordonné : I'’ensemble lui-méme a certes un premier élément
mais le sous-ensemble |0, 1] n’en a pas.

e L’ensemble {...,3,2,1} n’est pas bien ordonné.

e L’ensemble Q@ muni de 'ordre naturel n’est pas bien ordonné, cependant les
ensembles (égaux & Q) : Ls s La s
A == {]., 2, 3,...,5, 5, 5 ceny g, 5, g }
B:{]‘ﬂéﬂéﬂ"" ’%’
L’ordre sur A est défini par : Z—l <A z—j si g1 < g2 ou(q1=qoet p1 < po)

L’ordre sur B est défini par : z—i <B) z—z si p1 < pa ou(pr=peet g1 < qo).



Remarque 5. Un bon ordre est en particulier un ordre total : si I’on considére
une paire d’éléments, cette paire doit nécessairement admettre un plus petit élé-
ment, c’est & dire que 'un des deux éléments est plus petit que 'autre pour la
relation.

Remarque 6. Il découle de la définition du bon ordre que tout sous-ensemble
d’un ensemble bien ordonné est lui-méme bien ordonné.

Théoréme 7. ou théoréme de bon ordre
Tout ensemble M peut étre bien ordonné.

Démonstration. Admis (découle de I'axiome du choix). O

Les nombres ordinaux

On considére des ensembles bien ordonnés.

Définition 8. On dit que deuz tels ensembles (E, <)) et (F, <¥)) ont méme
ordinal ou qu’ils sont semblables ou qu’ils ont le méme type d’ordre s’il existe une
bijection croissante entre (E,<)) et (F,<")).

On écrit E~ F si E et I’ sont semblables.

Exemple 9.
e Soit N={0,1,2,...}
2N =H{0,2,...}

L’application ®:IN — 2N
n — 2n est bijective et croissante.
Net 2N ont méme ordinal.
Remarque : quand on parle de IN, on considére I'ordre naturel.

o Reprenons les deux exemples précédents :
135 12 4
A={1,2,3,...,%, g .

2225303
2 2 3 3
B= {172a3a vzagaga"'a3a5517"'}

Montrons qu’il existe une bijection croissante entre A et B.
Considérons ’application f: A— B
s L
Soit z,y€ A, x#y avec =<y,
Ona: x:’q’—I avec p1, 1 EN* et ptAgi=1

y=1> avec py, u €N* et pyAgo=1

Ona: 2 <(A) pz
X q2
*sl g1 = qz alors p1 < p2

Supposons que 3% z <(B) L alors pe < p1: absurde car x # y.
*si g1 < qa alors q—l <(B)

Donc, Vz,y€e A,x 7é y,on a:z<y donc —<(B) =, et alors f est bijective
croissante.
Par conséquent, les ensembles A et B ont méme ordinal.

Définition 10. On appelle nombre ordinal la classe de tous les ensembles bien
ordonnés ayant le méme type d’ordre.

On note ord(FE) l'ordinal de E.

Exemple 11.

e On note w 'ordinal de N



e 0=ord(f)

e Pour tout ensemble E bien ordonné fini, ord(E) est caractérisé par le
nombre d’éléments de E.

II. Propriétés des nombres ordinaux
1. Comparaison de nombres ordinaux

Définition 12. Un sous-ensemble F d’un ensemble ordonné E est appelé seg-
ment de E si :
VeeF,y<x=—=y€F

On voit que pour tout ensemble E bien ordonné, quel que soit le segment F' dis-
tinct de E, F={z € E:x <y} ou y est le premier élément de I’ensemble E\F.
Réciproquement, tous les ensembles de la forme {x € E: x < y} sont des seg-
ments.

En posant :

P(y)={z:x <y} (1)

on établit une correspondance entre les éléments de FE et la famille § des seg-
ments de ’ensemble E distincts de E.
Cette correspondance détermine une application P de E sur § (ordonnée par
Pinclusion) qui est bijective. En effet :
si P(a)=P(b) alors : a est le plus petit élément de I’ensemble E'\ P(a)

b est le plus petit élément de ’ensemble E\P(b) = E\P(a)
donc a =b par unicité du plus petit élément.

Définition 13. Soit a et § deux nombres ordinauzr, « le type d’ordre de
l’ensemble A et 3 celui de ’ensemble B.

On écrit : a < [ si l’ensemble A est semblable a un segment de B distinct de B
et on dit que « est plus petit que 3.

Cette définition est indépendante des représentants choisis de chaque classe.
On note a< B si a=foua<p.

Proposition 14.
. ada
1. a<f= <L
1. a<fet <= a<d

Démonstration.

i. Cela revient & montrer qu'un ensemble bien ordonné n’est semblable &
aucun de ses segments distincts de lui.
Soit A un ensemble bien ordonné.
Par I'absurde, supposons qu’il existe un segment B de A distinct de A tel
que A et B soient semblables.
Alors, d’aprés (1), 3! a€ A tel que B=P(a)={z:x<a}.
A et B étant semblables, 3 f: A— B bijective croissante.
Alors, f(a) € B et f(a) <a.
Donc, 'ensemble C'={z: f(z) <z} n’est pas vide.
Soit alors zg le premier élément de C.
On a: f(zo) < xo.



Comme f est croissante : f(f(zo)) < f(zo)( < xo), donc zp n’est pas le
premier élément de C, ce qui contredit I’hypothése.

ii. Soit a et B deux nombres ordinaux, « le type d’ordre d’un ensemble A et
[ le type d’ordre d’un ensemble B.
On suppose que I'ensemble A est semblable & un segment C de B dis-
tinct de B.
Soit alors f: A — C bijective croissante.
Par l’absurde, supposons que 8 < a, c’est a dire que B est semblable & un
segment D de A distinct de A.
Soit alors g: B — D bijective croissante.
On obtient alors go f: A — D bijective croissante.
Donc, A est semblable & 'un de ses segments distincts de lui : absurde
d’apres i.

iii. Soit A, B et C trois ensembles bien ordonnés et «, 3 et é leurs types
d’ordre respectifs.
On suppose que a< fet 8<4.
On suppose que a < 3 c’est & dire que ’ensemble A est semblable & un
segment D de B distinct de B.
Soit alors f: A — D bijective croissante.
On suppose que < § c’est a dire que I'’ensemble B est semblable & un
segment E de C distinct de C'.
Soit alors g: B — FE bijective croissante.
On obtient alors que go f: A — E est bijective croissante donc
a<é. O

Théoréme 15. Soit A un ensemble bien ordonné et B un sous-ensemble de A.
Soit C un segment de B distinct de B.
Alors A et C ne peuvent étre semblables.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du ¢ de la proposition
précédente. O

Théoréme 16. a# = a < ou f<a.

Démonstration. Soient A et B deux ensembles bien ordonnés de types
d’ordre respectifs a et 3.
Désignons par :

o Pula)={z:x<a} avec a€ A, les segments de A distincts de A.
o Pp(b)={y:y<b} avec be B, les segments de B distincts de B.

Considérons 'ensemble : X ={zx € A:3y € B: P4(z) ~ Pp(y)}

Soit z € X.

Supposons qu'il existe y1, y2 € B, y1 # Yo, tel que Pa(x) ~ Pp(y1) et
Py(z) ~ Pp(ys).

Alors, Pg(y1) ~ Pp(ys2) : absurde d’aprés i. proposition 14.

Par conséquent, & tout x € X correspond au plus un y € B tel que
Py(z) ~ Pg(y), que l'on notera f(x).

Alors pour tout z € X, on a ’équivalence suivante :

Pa(z)~ Pp(y) <=y = f(z) (2)

Montrons que I’ensemble X est un segment de I’ensemble A.

Soit x € X, a € A tel que a <z et montrons que a € X.

11 existe une application g de I’ensemble P4(z) sur I’ensemble Pg(f(z)) qui soit
bijective croissante.

Comme a <z, Pa(a) est un segment de Py(z).

Alors par g, P4(a) est transformé en un segment de Pg(f(z)) donc de B.



Donc, a € X et alors X est un segment de A.

De méme, f(X)={y € B:3xz € X telque f(z) =y} est un segment de B.

De plus, comme on 'a déja montré, la condition a < x implique que ’ensemble
Pg(f(a)) est un segment de Pg(f(x)) et donc que f(a) < f(x).

Cela veut dire que X ~ f(X).

11 reste & montrer que X = Aou f(X)=B.

Par I’absurde, supposons que X # A et f(X) # B.

Puisque X est unsegmentde A, 3'a € Atelque X = Pa(a).

De méme, 3'b € Btelque f(X)= Pg(b).

On a alors : Pa(a)~ Pg(b) (car X ~ f(X)).

Donc, a € X c’est a dire que a € P4(a)donca < a : absurde. O

Théoréme 17. Si A est un sous-ensemble de I’ensemble bien ordonné B, leurs
nombres ordinauz respectifs vérifient : a < f.

Démonstration. Supposons le contraire, soit 8 < a, alors B est semblable &
un segment de son sous-ensemble A distinct de A, ce qui est impossible d’aprés
le théoréme 15. O

Proposition 18. Soit E un ensemble bien ordonné de type d’ordre c.
o VzxeE,3f<a tel que ord(P(z))=0
e Réciproquement, V3 < a,3x € E tel que B =ord(P(z))
o z<y<=ord(P(z))<ord(P(y))

Démonstration. Cette proposition est une conséquence de tout ce qui a été
fait précédemment. |

. Les types ordinaux

Définition 19.

— Soient a et B deur ordinauz. o "précede immédiatement B" si o < B et
8%l n’existe aucun ordinal v tel que a < vy < .
On dit alors que « est le prédécesseur de B et B le successeur de o et on
note f=a+1.

— Un nombre ordinal o est dit ordinal limite si a n’admet pas de prédéces-
seur.
On écrit : a=limg<q B.

Remarque 20. Les nombres ordinaux limites représentent les ensembles bien
ordonnés qui n’ont pas de dernier élément.

e w={0,1,2,...} est un ordinal limite.
Par I’absurde, supposons qu’il existe a tel que a < w et qu’il n’existe
aucun ordinal 8 tel que a < 8 <w.
Alors : a <w donc dn € N tel que a =n.
Mais, n <n+ 1 < w: contradiction.

e Soit a un nombre ordinal limite et A un ensemble bien ordonné d’ordinal
a. Supposons que A admet un dernier élément. Alors, A={a € A/a < b}
ot b est le dernier élément de A. P(b) étant un segment de A distinct de
A, son ordinal g3 vérifie 8 < a. Si’on suppose qu’il existe v tel que
B < v <a, alors il existerait c € A tel que v=ord(P(c)) et
ord(P(b)) < ord(P(c)). Donc b < ¢ ce qui est absurde car b ne serait plus
le dernier élément. Tout ceci montre que « est le successeur de 3 : con-
tradiction.



Proposition 21. Tout ordinal admet un successeur.

Démonstration. Soit (A, <) un ensemble bien ordonné d’ordinal « et soit

z ¢ A. On prolonge 'ordre de A sur I’ensemble B= AU {x} en posant pour tout
a € A, a < z. Muni de cet ordre, B est bien ordonné ; on note (3 son type
d’ordre. A est un segment de B distinct de B donc a < 3. Si on suppose qu'il
existe a < 7y < [, par la proposition 18, B posséde un segment C distinct de B
d’ordinal « et tel que A C C ce qui est impossible car A est clairement le plus
"grand" segment de B. Donc f est le successeur de a. O

. L’induction transfinie

L’une des propriétés essentielles de IN est d’étre un ensemble bien ordonné.
C’est de cette propriété que vient la validité de la classique démonstration par
récurrence. On va montrer que 'on peut étendre ce principe aux familles
indexées par les nombres ordinaux (représentant des ensembles bien ordonnés).

Principe.
Soit P(u) une proposition, u un ordinal supérieur ou égal G pgo. Si on montre
que

i. P(uo) est vraie,
ii. Si P(u) est vraie pour tout ordinal p, po < p< A, alors P(A) est vraie

alors P(u) est vraie pour tout ordinal u supérieur ou égal & po.

Démonstration.

On raisonne par l'absurde et on suppose qu’il existe @ > g tel que la proposi-
tion P () soit fausse. Soit E un ensemble bien ordonné de type d’ordre i + 1.
Pourtout z € E, on note u,=ord(P(z)). Soit I’ensemble

F'={zx € E: puy > po et P(u,) fausse}. T' est un sous-ensemble non vide de
lensemble bien ordonné E car comme g < @ + 1,1l existe = tel que g = gz (et
donc z €T) . Soit y son plus petit élément. P(u) est donc vraie pour tout

to < 1< phy et par ii. P(u,) est vraie : absurde. O

On veut maintenant définir une fonction f(u) pour tout ordinal u > po (ou pour
tout ordinal d’un domaine po < p < vp).

Théoréme 22. (définition par induction transfinie)
On suppose que

i. f(uo)est définie,

ii. Pour tout ordinal A\ du domaine, il existe une loi G(\) telle que si
f(uw)est définie pour tout po < u < A, alors f(A\) est déterminée de facon
unique d’aprés la loi G(A) et les valeurs f(u) avec po < p< A

alors f(u) est bien définie pour tout pu du domaine donné.

Démonstration. Par récurrence transfinie avec P(u) la proposition " f(u) est
bien définie". |

Remarque 23. On reprend les notations du théoréme 22.
Lorsque l'on fait une définition par induction transfinie, on peut procéder de la
maniere suivante :

— Si X est successeur alors A sécrit A = v + 1 et f(A) est déterminée par
f(v)etlaloi G(N).

— Si A est un ordinal limite alors f()\) est déterminée par {f(u)/pu < A} et
la loi G(A).



4. Représentant canonique d’un ordinal

On définit par récurrence transfinie les ensembles suivants :

— Eg=0
— Ei1={Eo}
— Ey={Eo,Ei}..

— Eo={Es/B<a}
On définit un ordre sur les ensembles E,, par :
VB, 7<a,Eg< E <= (<.

Remarque 24. Eg< E,<= Eg € E,.

Proposition 25. Pour tout ordinal a, E, est un ensemble bien ordonné (par la
relation < ) de type d’ordre a.

Démonstration. Soit o un nombre ordinal.

Soit A un ensemble bien ordonné de type d’ordre « et montrons que A et E,
sont semblables.

Soit f(z) le type d’ordre du segment P(z) pour z € A.

Soit E¢(z) I'ensemble correspondant.

Ona: f(z)<a.

Soit I'application ®: A — E,, définie par ®(z) = Ey(,). Elle est bijective crois-
sante. En effet :

— @ est croissante : soit z,z’ € A tels que z < z’, P(z) et P(z’) les segments
correspondants. Alors, f(z) < f(z') c’est & dire que Ey(;) < Eg(gr).
Alors, ® est strictement croissante donc injective.

— & est surjective : soit Eg € E, c’est & dire que < a.
D’aprés la proposition 18, 3z € A tel que f=ord(P(z)) = f(z). O

E, est le représentant canonique de a.
Par abus de notation, on écrira :

[ ] O:EO
L] 1:E1
o a=F,

Ainsi, a={p/8 < a}.
On peut donc confondre un nombre ordinal et son représentant canonique.
Dans ce cas, on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 26. Tout ensemble de nombres ordinauz est bien ordonné (par la
relation < ).

Démonstration. Il suffit de montrer que tout ensemble non vide A de nom-
bres ordinaux contient un premier élément.

Soit a € A.

Si a n’est pas le premier élément de A alors ’ensemble E, N A est non vide.
D’aprés la proposition précédente, soit alors 8 le premier élément de E, N A.
Nous allons montrer que 3 est le premier élément de A.

Soit § € A.

o Sid<aalorsde€ E,NAdonc <6 ou =46 par définition de .

e Sinon ¢ ¢ E,, alors soit a = ¢, soit @ < 4. Dans les deux cas, on
obtient 8 <.



Dans tous les cas, on a soit 3 =4 soit 3 <, c’est a dire que 3 est le premier élé-
ment de A pour la relation <.

Donc tout ensemble de nombres ordinaux est bien ordonné

(pour la relation <). O

III. Suites de nombres ordinaux

Dans ce paragraphe, on confond un nombre ordinal avec son représentant canonique.

Définition 27. Une suite transfinie de type o est une fonction dont [’ensemble de défini-
tion est l’ensemble E, =« et dont les valeurs sont des nombres ordinauz.

On note la suite (15)5<a OU Ho, i1, ... sont les valeurs prises par la fonction.

Définition 28. Soit (ug)s<a une suite.
Elle est dite strictement croissante si pour tout f<y<a,on a ug < .

Proposition 29. Soit (ug)s<a une suite strictement croissante de nombres ordinauz.
Alors :

JuqtelqueVp < a, g < lo

et si IAtelqueV s <a, pug <A alors pe < A.

On note alors : po=limg<q g

Démonstration. Soit ((g)s<aq une suite strictement croissante de nombres ordinaux.
On considére la suite des successeurs (pg+1)s<a-

Soit S = U,@<a (hg+1)= U,@<a {u/p<ps+1}

S étant bien ordonné par la relation <, soit ¢ son ordinal.

VB<o,pus+1CS doncpug+1<odone ug< pg+1<o.

Alors, VB < a, ug<o.

— soit, o est le nombre ordinal vérifiant
VA, VB8 <a,ug<Adonc o <A

— soit, IAtel quepourtout B < a, ug<Aeto > A
Donc, {A <o:pourtout S < a, ug<A}#0
Soit alors ¢ le plus petit élément de cet ensemble.
Alors, § = pg. O

Remarque 30. Cette définition justifie la notation suivante : pour a nombre ordinal
limite, o =limg<q 5.

Théoréme 31. Soit (ug)g<a une suite strictement croissante de nombres ordinaus.
to =limgcq (1g) est un nombre ordinal limite si et seulement si a est un nombre ordinal
limite.

Démonstration. On suppose que p, est un nombre ordinal limite.

Par ’absurde, supposons que « ne soit pas un nombre ordinal limite. Alors, a admet un
prédécesseur. Soit A tel que A +1=aq, alors puo=limgcx (1g).

VB <a,pg< pa< pa+1done po < px+1.

Or, A< a donc py < pg donc py + 1< o, <y + 1 donc pg = py + 1 : absurde, car y, est
un nombre ordinal limite.

Réciproquement, supposons que « est un nombre ordinal limite. Par ’absurde, supposons
que fio =7 + 1 avec v < po. Sipour tout 3 on a pg < vy, alors u, < v ce qui est absurde,
donc il existe By tel que v < pg, < pa donc v = pg,, par définition de v. Or, a est un
nombre ordinal limite donc By + 1 < acet alors v = pg, < 15,+1 < la Ce qui est impossible
car o, =<+ 1. Donc, p, est un nombre ordinal limite. a
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Théoréme 32. Soit (ug)s<a une suite strictement décroissante de nombres ordinauz.
Alors, cette suite ne contient qu’un nombre fini d’éléments.

Démonstration. Soit (¢g)s<aq une suite strictement décroissante de nombres ordinaux.
— si « est fini, il n’y a rien & démontrer.

— sinon, « est transfini, c’est & dire que w < a.
Soit la sous-suite (pg)g<wde (1g)s<a-

o (ug)p<a étant bien ordonnée, (ug)s<. admet un plus petit élément, c’est &
dire : Ing € w tel que VB <w, ug > fin,.

o Comme la suite (ug)g<q est strictement décroissante :
Vno < B <w, g < lin, : contradiction.

Donc, « est fini. O

Note 33. Soient (ug)s<a €t (Vg)s<aq deux suites strictement croissantes telles que
VB<a,us<vg.
Alors, limgcqpp < limg<oVp.

Démonstration. V3 < a, ug < vg <limg<avg.
Par définition de limg«qpg, on obtient directement : limg<opp <limg<avg. O

IV. Les nombres cardinaux

1. Définition des cardinaux
Nous avons vu que la notion d’ordinal permet de classifier les ensembles bien
ordonnés. On souhaite maintenant classer les ensembles selon leur taille et
définir une notion de quantité (indépendante de 'ordre) : c’est la notion de car-
dinal.

Définition 34. Soient E et F deux ensembles. On dit qu’ils sont équipotents ou
qu’ils ont le méme cardinal s’il existe une bijection de E sur F.

Si E et F' sont équipotents on note £~ F.

On a les propriétés immédiates:

-Si E~F alors F~E

-E~FE

-SiE~Fet F~G alors E~G

Ces propriétés légitiment la définition suivante:

Définition 35. On appelle nombre cardinal une classe d’ensembles équipotents.

Si E est un ensemble, on appellera cardinal de E (noté card(E)) le nombre car-
dinal correspondant & F.

On appelle cardinal transfini tout cardinal d’ensemble infini.

On note Ng=card N.

Remarque 36. Si E est un ensemble fini, card(E) représente le nombre d’élé-
ments de E. En effet, si £ compte n éléments, E est équipotent & ’ensemble
{1,...,n}. On note alors card(E) =n. D’une facon générale, card(E) représente
la taille de E.

2. Comparaison de nombres cardinaux
D’apreés la définition, card(E) = card(F)ssiE ~ F.

Définition 37. card(E) < card(F) s’il existe une application f: E — F injec-
tive et s’il n’existe pas d’application g: E — F' bijective.

Cette définition équivaut a : card(E) < card(F') s'il existe une application
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f: F — E surjective et s’il n’existe pas d’application g: £ — F' bijective.
On dit qu’un ensemble E est dénombrable si card(E) < No.

Proposition 38. Soit E un ensemble et P(E) ’ensemble des parties de E.
Alors, card(E) < card(P(E)).

Démonstration. L’application f: E — P(E),

x +— {x} est injective.
On suppose qu’il existe une bijection ¢ de E sur P(E).
Soit A={z € E: x ¢ g(z)}. A est un élément de P(E) donc il existe un unique
a € E tel que A = g(a). Sia€ A, alors a ¢ g(a) donc a ¢ A : contradiction.
Sinon, a ¢ A donc a € g(a) c’est & dire a € A : contradiction. Dans tous les cas,
on aboutit & une contradiction donc card(E) < card (P(E)). O

3. Ordinaux et cardinaux

Soit a un nombre ordinal. a représente une classe d’ensembles semblables donc
a fortiori équipotents. On peut donc définir card(a) qui est le nombre cardinal
représentant cette classe d’ensembles équipotents.

Soit maintenant a un nombre cardinal et F un ensemble de cardinal a. D’apres
le théoréme du bon ordre, E peut étre bien ordonné (d’une infinité de fagons si
card(E) est transfini). Ainsi, des ordinaux distincts peuvent avoir le méme car-
dinal.

Exemple 39. Les ensembles bien ordonnés w ={1,2,3,....} et {2,3,....,1} ne
sont pas semblables mais sont équipotents de cardinal Ng.

Remarque 40. Si E est un ensemble fini, alors ord(E) = card(E).

4. Classification des ordinaux

Dans ce paragraphe, on confond un nombre ordinal et son représentant cano-
nique.

Rappel: nous avons noté w=ord (IN).

w est le plus petit ordinal transfini (c’est & dire de cardinal transfini). Donc, un
ordinal a est fini si et seulement si a <w.

Soit © I’ensemble des ordinaux dénombrables. Par le Théoréme 26, il est bien
ordonné. On note wq son ordinal.

Proposition 41. w; est le plus petit ordinal non dénombrable.

Démonstration. Si a est un ordinal dénombrable alors a est un segment de ©
distinct de ® donc @ < w;. Donc par la Proposition 14-i, w; n’est pas dénom-
brable. Réciproquement, si 3 est un ordinal tel que 8 < wi, alors 3 est sem-
blable & un segment de © distinct de ©, donc il existe a € O tel que

B=P(a)(=a). Donc, a= 3 et Best dénombrable. O

On a en fait montré que © = w;. Donc un ordinal o est dénombrable si et seule-
ment si a < wy.

V. Somme de deux ordinaux

1. Définition de la somme ordinale

Nous ne considérons que des ensembles bien ordonnés.

Proposition 42. Soient A et B deux ensembles. Alors, il existe deur ensem-
bles A’ et B', respectivement de méme type d’ordre que A et B et tels que
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A'NB'=0.

Démonstration. II suffit de prendre A'=A x {0} et B’=B x {1}. Alors,
A' N B' = et les applications f: A — A’, g: B — B’ définies par
f(x)=(z,0) et g(x) =(x,1) sont des bijections croissantes. O

Note 43. « et § étant des ordinaux quelconques, il existe des ensembles A et
B tels que a=ord(A), B=ord(B) et ANB=40.

Définition 44. Soient A et B deux ensembles tels que AN B=10. On définit un
ordre sur l’ensemble A U B en posant que tout élément de ’ensemble A précéde
tout élément de l’ensemble B et que dans chacun des ensembles A et B pris
séparément, l’ordre est inchangé.

Proposition 45. L’ensemble A U B muni de cet ordre est un ensemble bien
ordonné.

Démonstration. Soit C' un sous-ensemble non vide de A U B et montrons que
C admet un plus petit élément.

e si C C B : alorsC admet un plus petit élément car B est bien ordonné.

e sinon C peut s’écrire C = (CNA)U(CNB)avec CNA#+0et CNB+0
et comme C N A C A admet un plus petit élément alors C' admet un plus
petit élément.

Donc, d’aprés sa construction, AU B est un ensemble bien ordonné. |

Théoréme 46. Soient des ensembles A et A1 de méme type d’ordre, B et B,
de méme type d’ordre avec AN B=A;N B1=0.
Alors, ord(AU B)=ord(4; U By).

Démonstration. Immédiat. |
Ceci légitime la définition suivante :

Définition 47. Soient a =ord(A) et S =ord(B) avec AN B=0 : la somme
a+ 3 est ord(AU B).

Exemple 48.
o ord(NU{s})=w+1 avec s¢ N.

o ord({s}UN)=1+w avec s¢ N.
Or, il existe une bijection croissante entre les ensembles {s} UN et
N donc ord({s} UN) = w.

e ord({2,3}U{4})=0rd({2,3,4})=3

En fait, on a la généralisation suivante :

Soient, n=ord(A), m=ord(B)avec ANB=0et n,m € N.

On peut prendre A et B tels que :

A={0,1,...n—1}

B={n,n+1,...,n+m—1}

Alors : n+m=ord({0,1,...,n —1}U{n,n+1,...,n+m —1})
= ord({0,1,...,n +m —1}).

En généralisant, on définit la somme ordonnée quelconque de nombres ordinaux.
Soit (ps)s<q« une suite transfinie de type a.

Soient des ensembles Mg deux & deux disjoints, d’ordinaux respectifs pg, et
6=y s<a Mp leur réunion que I’on ordonne de la maniére suivante :

soient x et y des éléments de & :

— siz € Mg et y€ Ms avec 3 <9 alors on pose z < y,
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sinon z, y € Mg et on pose x < y si et seulement si z < y dans Mg.

Muni de cet ordre, & est un ensemble bien ordonné. On pose alors
Zﬁ<a g =ord(6).

2. Propriétés de la somme ordinale

i.

ii.

iii.

iv.

vi.

vii.

viii.

| La somme ordinale n’est pas commutative |

En effet, ord(IN*U {s})=w+1 et ord({s} UN*)=1+w avec s ¢ N.

Par définition de l'ordre sur N*U{s} : Vn € N* n <s.

Donc, N*U{s} admet un plus grand élément contrairement a {s} U N*.
Dou, 1+w#w+1.

| (a+ B)+vy=a+ (B + ) associativité |
La preuve est immédiate.

|a—+—0=a et 0+a=a|
La preuve est immédiate.

la=8=a+7=8+7]
La preuve est immédiate.

|VneN,a+n=B+n=a=4]|

Soient a=ord(A4), B =ord(B),n=ord({1,...,n}) avec
An{l,..,n}=Bn{l,..,n}=0.

Comme AU{1,...,n} et BU{l,...,n} ont le méme type d’ordre, il existe
fiAU{l,...,n}— BU{1,...,n} bijective croissante.

On a: f(n) =n car n est le dernier élément de A U {1, ..., n} et f est
bijective croissante.

Par récurrence finie, on obtient que Vi € {1,...,n}, f(i) =1.

Ainsi, f),: A— B est bijective croissante.

D’ou, a=g.

|a<6<=>5|*y>0,,8:a+'y|

— Soient a =ord(A) et 3 =ord(B).

Par hypothése, soit C' un segment de B distinct de B tel que A et C
soient semblables.

Alors, B=CU (B\C) avec v#0 le type d’ordre de I’ensemble B\C et
ord(B) =ord(C) + ord(B\C) c’est a dire que B=a+ 7.

<= Soient a=ord(A),y=ord(C) et ANC =40.

Alors, f=o0rd(AUC).

Or, A étant un segment de AU C distinct de AUC, a< 3.

Remarque 49. L’écriture "a + 1" du successeur de a se trouve ainsi
justifiée.

la<B=7+a<y+p
D’aprés v, 36 >0 tel que : a+ 6= 4.
Alors: y+ B8=v+a+dé=(y+a)+d>v+a.

la<B=a+7<B+7 ]

Soient a =ord(A), f=ord(B),y=o0rd(C) avec ANC=BnNC =§.

Soit D un segment de B distinct de B tel que A et D soient semblables.
Alors, DUC C BUC et par conséquent ord(D UC) <ord(BUC) d’ou
at+y<B+7.

Exemple 50. On ne peut pas préciser, en effet :

e VneNn+w=w car n=ord({1,...,n}) et
w=ord({n+1,n+2,...}).
n+w=ord({1,...,n,n+1,n+2,..})

Ainsi, Vn,m e N, n4+w=m+w=uw (cas d’égalité).
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o 1<2et4=14+3<2+3=5 (cas d’inégalité stricte).

e Par contre, d’aprés la propriété v) :
a<f=a+n<B+n, avec n € N.

ix. la<Bety<i=>a+y<B+4]
Ona:fg+é6=2a+dé>a+n.

x. |Va,3! Blimite, 3n € N tel que a= 3+ n |
Existence : On raisonne par récurrence transfinie.

— sia=0, on prend 3=0,n=0
— On suppose que la propriété est vraie pour tout v < a.
e si a est un nombre ordinal limite alors a =a +0

e sinon,a=y+1=(f+n)+1=p+ (n+1) par application
de 'hypothése de récurrence.

Unicité : supposons qu’il existe 3, limites et n,m € N, tels que :
a=LF+n=056+m. Si n#m, par exemple n < m, soit p € Ntel que
m=n+p=p+n.

Alors, § +m =94+ p+n= 3+ n par hypothése.

D’aprés la cinquiéme propriété, é + p= [ : absurde car 3 est limite.
Donc, n=m et par suite § = 3.

Par contraposée des régles précédentes et d’aprés les propriétés sur la compa-
raison des nombres ordinaux, on obtient les régles suivantes :

a) a+fB<a+d= <6
b) f+a<d+a= (3<¢
c) a+fB=a+6=p=94
d) a+p=0+v,6<y=a>4d

Théoréme 51. Soit v =1lim, <, 1 un ordinal limite et o un ordinal quelconque.
Alors a+ v est un ordinal limite et l’on a :
at+v=a+lim,c, p=lim,<, (a+v).

Démonstration. En effet, posons (0,),<, = (o + @) <, ordonnée dans 'ordre
croissant des u.

D’aprés le théoréme 31, v étant limite, 6, = lim,«, (o + p) est un nombre
ordinal limite.

Par définition, v =lim, <, p1.

Nécessairement, Yy, u <wv.

Donc, Vu,a+p<a+wv.

Alors, Vé,,p<v, onad,<a+v.

Donc, par définition, §, <a+v.

Réciproquement, on a 6, =lim, <, (o + ).

Donc, 8, > a+ p,Vu < v alors 6, >« et il existe v >0 tel que §, =a + .

On obtient alors que, Vu<v,a+ u<a+ 7.

Donc, p<v,Vu<v.

Donc, v <y et alors a+v<a+y=49,.

D'ou, a+lim, <, p=lim, «, (o +v). O

VI. Produit de deux ordinaux

1. Définition du produit ordinal
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Définition 52. Soient a, 8 deux nombres ordinauz.
On définit le produit a x 8 comme la somme ordonnée de (3 termes égauz a « :
at+a+..t«

Nous allons montrer qu’a partir de cette définition, nous pouvons exprimer le pro-
duit ordinal d’une autre maniére.

Définition 53. On définit un ordre sur l’ensemble A x B en posant :
V(a1,b1), (az,b2) € A x B,

(al, bl) < (az, bz) <= b1 < by ou (bl =by et a1 < az).
L’ordre ainsi défini est un bon ordre.

Théoréme 54. Soient A et Ay de méme type d’ordre, B et By de méme type
d’ordre. Alors, les produits cartésiens A x B et Ay X By ont le méme type d’ordre.

Démonstration. Immeédiat. O
Ceci légitime la définition suivante :

Définition 55. Soient a =ord(A) et B=ord(B) : le produit a x 3 est alors
ord(A4 x B).

Exemple 56.

— Vn,peN,nx p=np.
La propriété est vraie si n =0, ou p=0.
Soient n, p € N*. Alors : n x p=ord({0,1,...,n—1} x {0,1,...,p—1}) et
np=ord({0,1,...,np—1}).
Soit f l’application & valeurs dans IN, définie sur le produit cartésien
{0,1,..,n -1} x{0,1,...,p—1} par :

fl(@E,7)=t+njavec0<i<n—let0<j<p—1

Ona:0<i+nj<n—14+n(p—1) cest adire que 0<i+nj<np—1
Donc, f est & valeurs dans ’ensemble {0, 1,...,np —1}.
Montrons que f est une application bijective croissante.
e f est une bijection du produit {0,1,...,n —1} x {0,1,...,p— 1} sur
{0,1,...,np—1}.
Soit k€ {0,1,...,np—1}. Si k a un antécédent (¢, ), on a k=1 +nj avec
0<i<n—1et 0<j7<p—1. Donc, i et j sont respectivement reste et quo-
tient dans la division euclidienne de k£ par n. D’ou 'unicité de ’antécédent
(i, 7)-
Réciproquement, si ¢ et j sont ainsi définis, on a :
k=i+njet0<i<n—1;enfin,sij>palorsi+nj>np, ce quiest
absurde ; donc, 0 < j < p—1 et ce couple (7, j) est bien un antécédent de k.
e f est croissante : soient (71, j1), (2, J2) €{0,1,...,n —1} x{0,1,...,p—1}.
xs8l j1<je:alorsnji<njoetiy<n—letio<n—1
Donc, i1+npi<n—14+nj1=n(j1+1)—1
Or, jo2 ji+1doncnja2n(ji+1) et nja>n(j1+1)—1
Par conséquent, i1 +nj1 <io+njo
x 8l j1 = joet iy <i9 : alors on obtient immédiatement que
11+ nj1 <ts+nja.
D’ot le résultat, n x p=np.

Montrons que cette deuxiéme définition résulte bien de la premiére.

Soient «, B deux nombres ordinaux tels que @ =ord(A) et §=ord(B).

Vb€ B, on considére les ensembles deux & deux disjoints :

A x {b} = A, de type d’ordre a.

D’aprés la premiére définition, I'ordinal de la réunion ordonnée A x ( U,z {b})
est la somme ordonnée des (3 termes a+a+...+a=a x §.
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On vérifie facilement que A x B et A x |J,.z {b} ont le méme type d’ordre, donc
ord(A x B)=ord(A x (U,cp {b}))=a x B.

2. Propriétés du produit ordinal

i

iii.

iv.

vi.

vili.

| Le produit ordinal n’est pas commutatif |

En effet, considérons les produits 2 x w et w x 2.

Le premier peut étre représenté par ’ensemble ordonné
{a1,b1,a9,be,a3,bs,...}. On voit que 2 X w=w.

Alors que le second peut étre représenté par {1, 3, 5, ..., 2, 4, 6, ...}. Cet
ensemble, qui contient des éléments précédés d’une infinité d’éléments
comme ’élément 2, ne peut pas étre semblable & 1’ensemble représentant
2 X w qui ne contient pas de tels éléments. Donc, 2 X w # w x 2.

[laxB)xy=ax(Bx)]

L’application f:(A x B) x C — A x (B x C) définie par
fl(z,y),z) =(z,(y, 2z)) est bijective croissante.

[ax0=0et 0xa=0]
Soit @ =ord(A), alors a x 0 =ord(A x #) =ord (@) =0.
(On procéde de la méme fagon pour 0 X a=0).

|a><1=aet 1><a=a|

Soient a =ord(A) et 1 =o0rd({0}).

Donc, 1 x a=ord({0} x A) et l'application f:{0} x A— A définie par
f(0,z) =z est bijective croissante.

Donc, 1 x a=ord(4)=a.

(On proceéde de la méme fagon pour a x 1 =a).

la=B8=axy=Fx7]

Soient a = #=ord(A) et y=ord(C).

Alors : ax y=ord(A x C)=f x 7.

Attention : la réciproque est fausse : 1 X w=ord({0} x N) =ord(N) et
2 X w=w (d’aprés ce qu'on a fait précédemment).

|o¢><ﬂ:0<=>a:0 ou ,3:0|
Soient a =ord(A) et §=ord(B).
Ona:axfB=0<=ord(AXxB)=0<=AxB=0
< A=0ouB=0
<= a=0 ou f=0.

lax(B+7)=axB+ax7]|

Attention : la validité de la loi de distributivité n’est pas générale.

En effet, le produit n’y est pas soumis lorsque le premier facteur est une
somme.

Par exemple, (w+ 1) x2=w+14+w+1=wx2+1

ce qui est différent de w x 2+ 1 X 2=w X 2+ 2 car le dernier type d’ordre a
un avant dernier élément contrairement au premier.

Par contre, la loi de distributivité est valable lorsque le second facteur est
une somme.

Soient a=ord(A), 8 =ord(B),y=ord(C) et BNC =§.

aX (B+7)=ord(Ax (BUC)) or Ax (BUC)=(AXxB)U(AXC) et
(AxB)N(AxC)=0.

De plus, ces deux ensembles ont le méme ordre, en effet :

soient (a1, by1), (ag,b2) € A x (BUC).

L’ensemble est ordonné par la relation : (a1, b1) < (az, b2) si et seulement si
bieBetby,eC

ou by,bs € B et by < by dans B

ou by,bs € C et by < by dans C
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ou by = by et a; < as dans A.

D’aprés la définition du produit et de la somme ordinale, I’ensemble

(A x B)U(A x C) est ordonné par la méme relation.

Il en résulte que :

ord(A x (BUC))=ord((Ax B)U(A xC))=ord(A x B)+ord(A x C)
=axf+axn.

vili. [a<B=7yXxa<yxfBsiy>0]
D’aprés les propriétés sur la somme ordinale, 3 >0 tel que S =a + 4.
Alors, yx B=vx (a+d)=vXa+yxI>yxa.

ix. la<fB=axy<Bx7]
Soient o =ord(A), B=ord(B) et v=ord(C).
Soit D un segment de B distinct de B tel que A et D soient semblables.
Alors, D x C' C B x C et par conséquent ord(D x C) <ord(B x C) d’ou
axy<pBxy.
Remarque : comme pour la somme, on ne peut pas préciser. On peut avoir
des cas d’égalité comme : on a 1 X w =2 X w, ou des cas d’inégalité stricte
comme 1 x 3 <2 x 3.

x. |[0<a<fBety<d=axy<Bxd]
BxdZaxd>axnq.

Par contraposée des régles précédentes et d’apreés les propriétés sur la comparaison
des nombres ordinaux, on obtient les régles suivantes :

a) ax f<axd= (<94

b) Bxa<déxa= <6

c) axfB=axd,a>0= =90

d) axf=xv#0,8<y=a>4

Théoréme 57. Soient a >0 et u deuxr nombres ordinauz.
Alors, il eziste un unique couple (e,m) de nombres ordinauz tels que :
pL=aXxXn+e avec e <.

Démonstration.

Existence : On pose f=pu+1

Onaalors: ax f=ax(p+1)>pu+1>pu

Soient A et B deux ensembles bien ordonnés tels que

a=ord(A4)et f=ord(B). Alors, a x §=ord(A x B)

Comme p < a x f, il existe un segment M de A x B distinct de A x B tel que
u=ord(M).

Posons M = P(ag, bo) avec ag € A, by € B.

Soit alors : n=ord(P(bo)), avec n < 3, et e =ord(P(ap)) avec ¢ < a.
On peut écrire, d’aprés 'ordre sur M:

M = P(ao,bo) = (A x P(bo)) U (P(ao) x {bo})

On obtient alors :

pu=ord(M)=ord(A x P(bg)) +ord(P(ap) X {bo})=a xn+¢ avec e <«
Unicité : Supposons qu’il existe (71,€1), (12,2) tels que :
axXmter=axmnter avecei<aet ea<a.

— si =19 alors g1 =eo.

— sinon, on peut supposer, sans perte de généralité, que n; < 1o
Alors, ;m+1<nedonca x (m+1) <a X ne.
Donc,
axXmtates=ax(m+1)+ea<axn+e=axn +e; par hypothése
Donc, a xm+a+ey<axn +er.
Donc, a+e5 < e5.
Or, 1 < a donc g7 < a+ €5 ce qui est absurde. O
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Théoréme 58. Soit v =lim, <, u un ordinal limite et a un ordinal quelconque.
Alors, a X v est un ordinal limite et l'on a :
axv=axlim,c,p=lim, <, (axv).

Démonstration. En effet, posons (§,)u<» = (@ X #)u<, ordonnée dans l'ordre
croissant des u.

D’aprés le théoréme 31, v étant limite, 6, =lim, <, (o x u) est un nombre ordinal
limite.

Par définition, v =lim, <, p.

Nécessairement, YV, u < v.

Donc, Vu,a x p<a x v.

Alors, Vé,,p<v, onad, <o Xv.

Donc, par définition, é, <a X v.

Réciproquement, on a 6, =lim, <, (a x ).

Donc, §, >a x p,Vu<wv.

Par ailleurs, il existe un unique couple (y,¢) avec e < a tel que : 6, =a x y+e.
Or,Va x y,onad, >a X u.

Donc, ax u<axy+e<axyt+a=ax(y+1).

Donc, Yu, u <y +1c’est & dire que v < v+ 1.

Or, v est un nombre ordinal limite, alors : v <y+1 donc v < v et
axv<axvy<d, doud,=axv. |

VII. Exponentiation ordinale
1. Définition de ’exponentiation ordinale

Définition 59. On définit par récurrence transfinie la puissance a® comme le
produit de 3 facteurs égaux a a.

o a’=1
o SiVy< fB,aYest déja défini, on pose :
— sif=A+1:af=a*xa
— si (B est un ordinal limite : aﬁzlimx<ﬂo/\

Alors, 1°=1,00=0si 3> 0.

Exemple 60.
— 2“=lim,,2"=w.

— wY=lim, <, w"

2. Propriétés de I’exponentiation ordinale

i. | En toute généralité, on ne peut pas écrire : (a x §)’=a’ x 3 |
En effet, on a :
(WX2P=wX2XWwX2=wXwX2=w? x2
et w?x22=w? x4#w? x 2.

i o< Bet p>1=> pu*< P
On fait une récurrence sur > a.

o sia=0etB=1:alors u®=pu° =1 (par définition) et uf = p et par
hypothése pu > 1.

e On suppose que la propriété est vraie V1< A< 3.
Démontrons-la pour S.

— sif=9+1:
i sia=7:
uP=p Y =p" x p>p” d’aprés la définition.
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il. sia<y:
On a pf > p¥ > u® d’aprés hypothése de récur-
rence.

— si B est un ordinal limite :

W= lim p”
a<ly<B3

donc p” > p®, d’aprés ’hypothése de récurrence,

et lim p” > lim p®= pu«.
v<B v<B8

Proposition 61. Soit a un nombre ordinal quelconque. Soit (ug)g<~
une suite strictement crotssante de type -y, avec v un nombre limite. Soit
t~y sa limite. Alors : ot =limg.,a’.

Démonstration. On note A = limg<, a*#. v étant un nombre limite,
U~ lest aussi donc par définition o =lim, <, a".

e Pour tout 3 < v, on a pug < py donc a*? < a*7. Par définition de
A AL at,

e Comme la suite (ug)3<~ est croissante, on voit facilement que
afr=lim, <, a”=lim, <, <, a”. Alors pour tout uo<v < p. , il
existe 8 < 7 tel que v < pg (sinon v > ug pour tout S et donc
Uy < v) ; donc o < a*? < A Ainsi pour tout pg < v < fiy, @ < A
et finalement a*” <A, O

iii. |[aP xal=aft? |

On fixe aet 8 et on fait une récurrence sur 6.
e sid=0:c’est évident.

e On suppose que VA< §:a? x a* =aft?
Démontrons-le pour 6.
— sid=vy+1:
a? xal=af xa’=af x (a” x a)
=(@fxa) xa
=(aPt7) x a en appliquant '’hypothése de récur-
rence
= aﬁ+7+1 — aﬂ+5
— si  est un ordinal limite :
af x a® =af xlim,<sa” =lim,<sa® x a” d’aprés le théo-
réme 58
=lim., <5 a”*7 en appliquant I'hypothése de récur-
rence
— alim B+vy — a,B+limfy — Oéﬂ+6
iv. | (af)? =afx*?
Comme précédemment, on fixe @ et 3 et on fait une récurrence sur 4.
e sid=0:c’est évident.

e On suppose que YA < §: (aP) =aP>A,
Démontrons-le pour 4.
— sid=vy+1:
(@) = (aP)7+! = (aP)7 x a® = aP*7 x af en appliquant
I’hypothése de récurrence
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Donc’(aﬂ)é — aﬁx Y+B8x1 — aﬁx ('Y+1) = a:B X6

— §i 6 est un ordinal limite :
(@P)? =lim, <5 (aP)? = lim, <5 af*7 en appliquant 'hypo-
thése de récurrence
DOHC, (a,@)(szalimﬁx’y:a,@xlim'y:a,@Xt;

Exemple 62.

o limp oy (W)= (W¥)¥ =W X =¥

R 2 3
e De méme, (W)Y =w"" etc...

v. |a<ﬁet5>0=>a5<,65|
On fait une récurrence sur 9.

e si 0 =0 alors la propriété est vraie.

e On suppose que la propriété est vraie VA <.
Démontrons-la pour 4.
— sid=7y+1:
a®=a"! =7 x a < B x a en appliquant ’hypothése de
récurrence et les propriétés du produit ordinal
Donc,
d=atl=a"xa< B xa<Prx f=p"T1=3°
Donc, o < 3.

— i 4 est un ordinal limite :
Alors, o =limy <5 <limy 5 8 = 3.

vi. p>1=>p°‘>a|

e si a=0 alors la propriété est vraie.
e si a=1 alors la propriété est vraie.

e On suppose que la propriété est vraie V1 < A< a.
Démontrons-la pour a.

— sia=p+1:
per=pPtl =P x u>xpu>pfx2=0+620+1=a

— ¢i « est un ordinal limite :
p*=1lim A<a,u>‘ >limyco A=a.

Théoréme 63. Soient 3>1 et § >0 deuzr nombres ordinauz.

11 existe toujours un nombre a tel que :
IBa < 5 < ﬂa—i—l.

Démonstration. En effet, d’aprés la propriété vi), on a : 3°> 4 donc
BH=pxB26xp>0

Done, {u<6+1: B#>6} #0.

Soit alors 7 le plus petit élément de cet ensemble. Supposons que 7 soit un
nombre ordinal limite.

Alors, Ve <, on aurait € + 1< n donc 3¢+ < § d’aprés la définition de 7.

Donc, 3¢ < 6 et alors : 8" =lim. <, 8° < d ce qui serait en contradiction avec la
définition de 7.

Par conséquent, 1 n’est pas un ordinal limite.

Soit alors « tel que : n=a+1.

On obtient alors : 3* < < B*T1L. m|

“ sy s ses . . 2 3
Dans ’exemple de la propriété iii) on a construit la suite w®, w*", w*", ..., de
type w. Les exposants forment une suite croissante de limite w“. Donc la suite

w

R w w ..
elle-méme admet w“*) =w** comme limite.
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w

En continuant ainsi, on obtient la suite croissante 1, w, w*, w*", w*" , ... . On
note ¢y sa limite. La suite w,w*,w*",w*” , ... , a donc w® comme limite, mais
aussi €g. Donc w® = gp. Cantor a donné la dénomination de nombre-¢ & toute
solution de I’équation w® =¢.

Remarque 64. Les nombres ordinaux ainsi construits sont tous dénombrables
car les limites obtenues sont des réunions dénombrables d’ordinaux dénombra-
bles.

VIII. Décomposition par I’addition

Définition 65. Soit o un nombre ordinal.

St a peut s’écrire sous la forme a = v+ p, avec 0< p < a, on dit que a est décomposable
par Paddition. p s’appelle alors un reste du nombre ordinal a.

Sinon, a est dit indécomposable.

Remarque 66. Si a =+ + p avec 0 < p < «, alors d’aprés la propriété d) de la somme
ordinale, v < a.

Exemple 67.

e 4=3+4+1=2+4+2=1+ 3 est décomposable et I’on remarque que le reste n’est pas
unique.
1 est le seul nombre fini indécomposable.

¢ wX2=w+w est décomposable.

e w n’est pas décomposable.
Supposons au contraire que w soit décomposable.
Alors, w s’écrirait w=p+ q € N : absurde.

Théoréme 68. Soit a un nombre ordinal décomposable.
Alors a admet un nombre fini de restes distincts donc un plus petit reste noté poy et tel
que pg est indécomposable.

Démonstration.

— Soit (pa)r<y la suite strictement croissante des restes de a.
VA,3vtel que a =+ px.
Si A1 < Ag alors py, < pa, et alors vy, > 7a, d’aprés la propriété d) de la somme
ordinale.
La suite ())r<, est strictement décroissante, elle ne contient donc qu’un nombre
fini d’éléments d’apreés le théoréme 32.
Par conséquent, la suite (pa)r<, est finie.

— On note pg le plus petit reste.
Par I’absurde, supposons que pg est décomposable. Alors, il peut s’écrire :
po=0 + p avec p < po. Donc, a =+ pp =<+ § + p ce qui contredit la minimalité
de po. |

Théoréme 69. Soit p >0 un nombre ordinal.
p est indécomposable si et seulement si Ve < p,e+ p=p.

Démonstration. Soit p >0 un nombre ordinal indécomposable et soit & < p.

Alors, 34 > 0 tel que p=e+4 avec § < p.

Or, p est indécomposable donc é > p donc § = p.

Réciproquement, on suppose que Ve < p,e+ p= p.

Par ’absurde, supposons que p=+v+¢ avec e < p et y<e.

Alors, p+ p=7v+e+p=7+ p=p, ce qui est absurde. a

Théoréme 70. Tout nombre ordinal >0 s’écrit de fagcon unique sous la forme :
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a=p;+ po+ ...+ pp 00 p1 = p2 = ... = p, sont des nombres ordinauz indécomposables et
— pn est le plus petit reste de o

— py est le plus grand nombre ordinal indécomposable tel que p, < a.

Démonstration.
Existence : si a est indécomposable, il n’y a rien & démontrer.

Sinon, a est décomposable. Soit alors €; son plus petit reste et a=y; +€1.

Si 1 est indécomposable, c’est fini.

Sinon, soit €2 son plus petit reste.

Alors, v1 =2 + 2.

Le processus se poursuit tant que les ~; sont décomposables et alors v; = v;+1 +€i+1-

On a :sig; >0alorsv;4+1 < V.

La suite (;); est strictement décroissante donc finie. Alors, il existe v;, tel que ;, = Eigt1
est indécomposable.

Alors, viy—1 = €;,+1+ €, et par suite a =g;,41 + €j, + ... + €1 avec (&;)igio+1 une suite de
nombres ordinaux indécomposables.

Soit j1 > 1 le plus petit indice tel que €5, > ;.

D’aprés le théoréme précédent, a=¢; 41+ €;0+ ... +€5, +€1.

De méme, soit j» le plus petit indice tel que €, > €;,.

Alors, a=¢€j,41+¢&5+ ...+ €5, +¢€5, +€1.

Aprés un nombre fini d’étapes, on obtient :
a=¢gj, +€j,_,+..+ej+te; +e1 avec g;, =¢€;

n—1

Z...2€5 2E1.

Remarque 71. Soit a = p; + p2+ ... + p, une décomposition.

Alors, p; est le plus grand nombre indécomposable tel que p; < a.

En effet, si 'on suppose qu’il existe p indécomposable tel que p; < p< a, on a alors :
at+p=(pr+p2+...+pu)+p=pcar p>p1 = ps>... 2 p, et alors a < p ce qui est une
contradiction.

Unicité: soit a=p1+ p2+...+ pn=v1+V2+ ... + V.

avec p1 = P2 = ... = pPnp €t v1 219 > ... > vy, des nombres indécomposables.

Sans perte de généralité, on peut supposer que n < m. Par la remarque précédente, on a
forcément p; =4, mais alors po+ ...+ pp=ve+ ...+ Vpm avec p2 = ... = pn et V2 = ... = Uy,
De méme, ps =vs.

Par suite, pour tout i € {1...n}, p;=wv;.

Sin <m, on aurait 0=v,41+ ...+ vm >0 ce qui est impossible donc n=m. O

Théoréme 72. Soit u>0, p>1 un nombre ordinal indécomposable.
Alors, X p est un nombre ordinal indécomposable et le plus petit nombre ordinal indé-
composable strictement plus grand que p est yu X w.

Démonstration. D’aprés le théoréme 69, pour montrer que u X p est un nombre ordinal
indécomposable, il suffit de montrer que Ve < u X p, e+ pu X p =u X p.

Soit € < u X p.

On sait qu'il existe un unique couple (7, ) tel que e = p X n+ v avec v < p.

Dot, e+ puxp=pxn+y+uxp<pux(n+1+p)=px(n+p).

Or, uxn<e<puxpdoncn<petalorsn+ p=p.

Finalement, e+ pu x p < u X p.

De plus, on voit facilement que u x p< e+ u x p d’ou I'égalité.

Soit v tel que 0 < p<v < pu X w.

11 existe un unique couple (a, B) tel que v=p x a+ 3 avec < i

— si >0 alors v est décomposable
— sinon, v=pu X a, alors gy X a< pu X w donc 0 < a <w c’est & dire que av > 1.
Alors, v=p X (aa— 1) + u avec p < v donc v est décomposable. O

Théoréme 73. Les seuls nombres indécomposables par [’addition sont les nombres w®,
a>0.
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Démonstration.

— Montrons que Ya > 0, w® est indécomposable. On raisonne par récurrence trans-
finie sur a.
e si a=0:la propriété est vraie
e sia=1: la propriété est vraie
o On suppose que la propriété est vraie pour tout § < a.
Démontrons-la pour a.

a) si @ = A + 1 alors par I'’hypothése de récurrence, w* est indécompo-
sable et d’aprés le théoréme précédent, w* x w = w™*! = w® lest
aussi.

b) si « est un ordinal limite alors w* = lim,\<aw>‘.

Soit p le plus grand nombre indécomposable tel que p < w® (il existe
d’aprés le théoréme 70).
Or, VA < a,w? < w®et w est indécomposable d’aprés ’hypothése de

récurrence, donc, Y\ < o, w* < p.
Finalement, w® = p.

— Soit p un nombre indécomposable. D’aprés le théoréme 63,
Jatel quew® < p <wtL,
D’aprés le théoréme précédent, w® X w = w**! est le plus petit nombre ordinal
indécomposable strictement plus grand que w® donc p =w*®.
O

Corollaire 74. Soient a et 8 deux nombres ordinauz.

Soit v un nombre indécomposable tel que 7y soit 4 la fois inférieur ou égal au plus petit
reste de a et au plus petit reste de (3.

Alors, si a+v= [+, on obtient a = 3 par unicité de la décomposition.

IX. Applications de la théorie des nombres ordinaux
1. Le théoréme de Cantor-Bendixson

Définition 75. On appelle ensemble dérivé M’ d’un ensemble M I’ensemble de
ses points d’accumulation.

Définition 76. M est dense en soi si M #0 et si M C M.
Définition 77. M est parfait si M #0 et M’=M.

Théoréme 78. Cantor-Bendizson : Tout fermé de R est la réunion de deux
ensembles disjoints : l'un parfait, 'autre dénombrable.

Nous allons donner quelques résultats nécessaires a la démonstration de ce théo-
réme.

Proposition 79. M est fermé si et seulement si M’ C M.

Démonstration. Evidente d’aprés la définition méme d'un ensemble
fermé. |

Dans la suite, on suppose que M est fermé.
On définit par induction transfinie les ensembles dérivés d’ordre v quelconque
par :

o siy=B+1, M7=(MP)
e siy est un ordinal limite, MY=[,_ MPA.

Par convention, on note M°=M.
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Proposition 80. V ~, on a : MY D MY+t (c’est a dire : M7 est fermé).

Démonstration. On raisonne par induction transfinie.
xy=0: vrai car M est fermé.
*v=1: Montrons alors que M"" C M".
Soit x € M".
YV eV(z),onaVNM\{z}#0. Or, M est fermé donc M'C M.
Par conséquent, VV € V(z), VNM\{z}+#0. Donc, z€ M".
Nous venons de montrer que si M est fermé alors M’ est fermeé (1).
*On suppose que V3 < v, MP D MP+L. Montrons-le & 'ordre ~.
esi v =pB+1: alors MP D MP*! d’aprés ’hypothése d’induction transfinie.
Donc, MP est fermé.
D’aprés (1), MP*! est fermé. Donc, MP*T1 O MPAFI+L clest & dire que
MY D MYHL
e si v est un ordinal limite : M7= ﬂﬁ<_y MP.
Or, V3 < v, MP est un fermé et I'intersection de fermés est un fermé.
Donc, M7 est un fermé, c’est & dire : MY D MY+L,
O

Théoréme 81. Pour tout ensemble fermé M, il existe un nombre ordinal ~ fini
ou dénombrable tel que M7 est vide ou parfait.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, la suite (M 7). des déri-
vées successives de M est décroissante.
Montrons qu’elle est stationnaire, c’est a dire qu’il existe ~ tel que
MY=(M7Y)'=MY+1,
Par l’absurde, supposons que V-, ... C MY*2C MY+t C MY C ... C M,.
On construit la suite (z.), définie par :

® Ig € M\M’

o 1 EM\M”...

o 1., € MY\M Y+,
(z~)~ est une suite d’éléments distincts de M.
Soit £€=card(M), soit 8 > £ et dun ordinal de card(f).
Alors, (24)y<s CM = card({z~ : v<6}) <card(M).
Comme l’application : 6 — {z : v < J} est bijective.

Br—zg
Alors, card({z~ : v <d}) =card (5)=0.
Donc, 6 < £ : absurde.
Par conséquent, la suite (M7), des dérivées successives de M est stationnaire,
donc soit MY=( soit M7 est parfait.
Soit v le plus petit ordinal tel que MY=M7Y+L,
Montrons & présent que ~ est fini ou dénombrable.
R étant un espace métrique séparable, soit alors (Up)nen une base dénom-
brable d’ouverts.
VB<~, Jzg € MP\MPH! = 25 € MP et x5 € (MPH1)e,
Or, MP*1 est un fermé donc (MP+1)¢ est un ouvert.
Par conséquent, 3 n(3) € Ntel que zg € Uy, g) C (MPH1)e.
On définit ainsi 'application ¢ : v — N
B — n(B) et nous allons montrer par la

suite qu’elle est injective.
On a:

Un(ﬁ)ﬂMﬁ+1:®
— Un(ﬁ)ﬂMﬁ?é@ car g € Un(ﬁ)ﬂMﬁ

Soit a< 8 (a+1<f3), alors MPC Mt et U,gNMP+0, donc
Unig) M1 £0.
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Comme U, o) N M*t =0 alors U, (g)# Un(a) c'est a dire n(8) # n(a).
Donc, ¢ est injective d’ou card(«y) < card(N).
Donc, ~ est fini ou dénombrable

Démonstration. (Théoréme de Cantor-Bendixson)

Soit M un fermé non vide de R.

Si M est parfait ou dénombrable, il n’y a rien a4 démontrer.

Supposons alors que M n’est ni parfait ni dénombrable.

D’apreés le théoréme 81, il existe un ordinal « fini ou dénombrable tel que M~
est vide ou parfait. On prend -« le plus petit des ordinaux vérifiant cette pro-
priété.

Si M7 estvide: MDM’ 2.2 M7=

M=U,_, (MP\MP+)

D’aprés le lemme sur les points isolés (cf annexe), MP\ MP+1! est dénombrable.
~ étant dénombrable, on obtient que M est dénombrable (car c’est une union
dénombrable d’ensembles dénombrables) : absurde donc M7 est parfait, donc
MY=M+1,

Alors, M=M" U ( Ug., MP\MP*') avec M7 parfait et |z ., MP\MPH!
dénombrable.

Il est évident par construction que MY N (Ug ., MP\MP+1)=0. O

. La construction des boréliens

D’une facon générale, il n’est pas aisé de décrire la tribu engendrée par une
famille. En effet, on ne peut pas l'obtenir par des opérations finies (d’union,
d’intersection et de complémentation) sur les éléments de cette famille. Par
contre, la théorie des ordinaux permet cette construction "de l'intérieur". Dans
ce paragraphe, nous nous intéresserons en particulier a la tribu borélienne, fon-
damentale en théorie de la mesure.

Définition 82. Soit (E,T) un espace topologique.
La tribu borélienne de (E,T), notée B(E, 1), est la tribu engendrée par 7. C’est
donc la plus petite famille vérifiant:

i. TCB(E,T)
iti. VB € B(E,7),B° € B(E,T) (stabilité par passage au complémentaire)
i1. V (By),cn CB(E,T), U
brable)

nen Bn€B(E,T) (stabilité par union dénom-

la condition iii. pouvant étre remplacée par:

w. ¥V (Bn),en € B(E, 7), N,en Bn € B(E, 7) (stabilité par intersection
dénombrable)

Dans la suite, on supposera que E est un espace métrique.

On rappelle que tout ordinal s’écrit de fagon unique sous la forme A + n ou A
est un nombre limite et n € N. Le nombre ordinal A + n est dit pair (resp.
impair) si n est pair (resp. impair), les nombres limites étant considérés comme
pairs.

Soit C C P(E). On note Cs (resp. C,) ’ensemble des intersections (resp. réu-
nions) dénombrables d’éléments de C.

Pour tout ordinal v, on définit par induction transfinie les ensembles C., par:

L] Co =T
e Sivimpair, C;= (U, Co)s
e Sivpair, Cy=(Uz., Cs)o
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Théoréme 83. B(E,7)=J
brable.

< C, ot wy est le plus petit ordinal non dénom-

Démonstration. |J
En effet:

L r=CcCclU,.,, Cydonc U _, C,#0.

ii. (Stabilité par passage au complémentaire).
Soit B € C.. Montrons par induction transfinie B¢ € C, 1.

y<w; Cyestune tribu.

— Siy=0, B €T donc B¢ est un fermé et peut s’écrire comme une
intersection dénombrable d’ouverts (voir démonstration en
annexe), c’est-a-dire d’éléments de 7 . Donc B¢ € (.

— On suppose vrai pour tout 3 < . Montrons le pour 7.
Soit B € C,. Si 7 pair (resp. impair), B est une réunion (resp.
intersection) dénombrable d’¢léments de (J;_. C. Par hypothése
d’induction, B¢ est une intersection (resp. réunion) dénombrable
d’éléments de ;. Ca+1= Cg c’est a dire que
B¢ € C'y+1~
iii. (Stabilité par réunion dénombrable)
Soit (Bn)nen une suite dénombrable de |J, _, C,. Pour tout n € N, il
existe un ordinal 3, <w; tel que B, € Cg,. (fn)n<w €tant une suite de wy,
elle est bornée dans wy. En effet, pour tout n < w considérons les ensem-
bles A, disjoints deux & deux tels que (3, =ord(A,).
Par définition, > _ Bn=ord(U, ., An)-
Oor, U, cw A, est dénombrable en tant que réunion dénombrable
d’ensembles dénombrables.
Donc, y=3_ _,, Bn€wi. De plus, Vn <w, B, < 7.
Alors, Vn €N, B, est contenu dans C,.
Quitte & considérer v + 1, on peut toujours supposer = impair. Ainsi,

Unen Bn€Coy -

Uﬂ<v+l

U, <w, €~ est donc une tribu contenant 7. Par définition de B(E,T),

B(EaT) C U—y<w1 C’Y :
Réciproquement, on montre facilement par induction transfinie que pour tout
v <wi, Cy CB(E, T) et donc l'inclusion inverse. O

. L’Hydre de Lerne

Contexte mythologique

Afin de se purifier du meurtre de sa femme et de ses trois fils, Hercule doit
accomplir douze travaux. Parmi ceux-ci, il doit couper les tétes d’une hydre.
L’hydre a la possibilité de se régénérer de fagon de plus en plus forte & chaque
fois qu’une téte est coupée. Sachant qu’Hercule est 'homme le plus fort de la
terre et supposant qu’il est immortel, pourra-t-il les couper toutes?

On désire modéliser mathématiquement la bataille avec I’hydre.

Modélisation
Une hydre est un arbre fini, qui est un ensemble d’arcs joignant chacun deux

noeuds, de sorte que chaque noeud est connecté par un chemin unique d’arcs &
un noeud fixe appelé racine. Une feuille de I’arbre est un noeud avec un seul
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arc (et qui n’est pas la racine). Une téte de I’hydre est une feuille de l’arbre
avec son arc.

Exemple 84.

<—— feuille

< téte

<—— noeud

<— racine

feuille (fils
frére (fils) . R (Fils)

- pere

® - Qgrand-pere

vers la racine

Un combat entre Hercule et une hydre donnée se déroule de la fagon suivante: &
létape n (n > 1), Hercule coupe une téte de ’hydre. A partir du grand pére de
la feuille coupée, repoussent n répliques de la branche restante.
Par exemple, un combat peut commencer de la fagon suivante :
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Aprés I’étape 1

Apreés I’étape 2

Apreés I’étape 3

Si la feuille coupée avait la racine comme pére, aucune feuille ne repousse.
Hercule gagne si aprés un nombre fini d’étapes, il ne reste que la racine.

Définition 85. Une stratégie est une fonction qui indique a Hercule quelle téte
couper G une certaine €tape d’un certain combat. Une stratégie est dite gagnante
si elle assure la victoire d’Hercule pour toute hydre donnée.

On a le résultat surprenant :

Théoréme 86. Toute stratégie est gagnante.
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Remarque 87. Ce résultat peut paraitre moins étonnant si 'on tient compte
des remarques suivantes :

1. Si la feuille coupée n’a pas de frére : la "hauteur" de la branche coupée
diminue.

Exemple a ’étape 2:

|
| |
| |
| |
| |
| |

2. Si la feuille coupée avait k (k > 1) fréres : elle et ses répliques n’en ont
plus que k —1.

Exemple a I’étape 1 :

|
|
|
|
|
|

Aprés repousse

Ordinal d’une hydre
A chaque noeud de ’hydre, on va affecter un nombre ordinal inférieur a gy de la
manieére suivante :

— A chaque feuille, on associe 0.

— A tout autre noeud, on affecte 'ordinal v =w*! 4 ... + w™
oll a1 > .... 2 sont les ordinaux de ses fils (w* + ... + w™ est la décom-
position par l’addition de 7).

Exemple 88.
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L’ordinal de I’hydre est ’ordinal attribué a sa racine.

Définition 89. Pour toute stratégie o, on peut définir une opération [.],(n)qui
& Vordinal o de Uhydre & Uétape n — 1 associe l'ordinal [a],(n)de Uhydre a
l’étape n, ot o est la "stratégie utilisée”.

Théoréme 90. Pour toute stratégie o, pour tout ordinal 0 < a < g9, pour tout
neN, n>1, [a],(n) <a.

Démonstration.
Soit v ’ordinal du grand pére de la feuille coupée a ’étape n.

y=w" X k1+w? X kot.. 4w X ki 4+ ...+ wV Xk avec 41> 12> ... >
k1, ko, ..., k1 €N, v;, ordinal du pére de la feuille coupée.
Donc, il existe 3 tel que v;,=B8+1 (8> vi,+1)-
Aprés repousse, 'ordinal du grand-pére devient :
Y =w" X kit 4w o x (ki — 1) +wf x (n+ 1) +... +wh x k.
Comme n+1<w, on a w? x (n+1) <wP x w(=w"") et donc
W X kyt.. 4w X (ki — 1) +wP x (n+ 1) <w” X ky+... 4w x k;,.
Comme w70+ est inférieur ou égal au plus petit reste de chacun des deux mem-
bres de I'inégalité, on a alors :
w7 X k.. 4w0 x (ki — 1) + wP x (n+1) + wot!
< WM X k4. 4wo Xk +wTiot!
Par le méme argument répété k;,41 fois, on montre que :
w7 X k.. 4w x (kijy— 1)+ wP x (n+1) + w0+ x ki 4q
<w X kp+... 4w X kw0t X k4 q
On continue ainsi de suite pour les termes restants et on aboutit & 7' <.
Si v = a (c’est a dire le grand-pére était la racine) on a le résultat cherché.

Sinon,

! . . . . P N :
w?Y < w? et par un raisonnement similaire au précédent, on remonte & la racine
et finalement [a],(n) < a. m|

Démonstration. du théoréme 86 :

Soit ¢ une stratégie quelconque et a l’ordinal d’une hydre donnée. D’aprés le
théoréme précédent: a > [a]s(1) > [[@]-(1)]+(2) > ...

Si on note a; Pordinal de I’hydre & I'étape ¢ la suite («;) est strictement décrois-
sante donc stationnaire a partir d’'un certain rang n € IN. Ce qui veut dire qu’a
la n-iéme étape, plus rien ne repousse : Hercule a atteint la racine. a

X. Annexes
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Lemme 91. L’ensemble des points isolés d’un ensemble M CIR est au plus dénombrable.

Démonstration. Soit z € M un point isolé, c’est & dire z € M\M'.
Par définition, 3V € V(z), que I'on peut supposer ouvert, sans perte de généralité, tel que
VnM={z}.
In(r) eNtelquex € Uy) C V.
Ainsi, on définit lapplication : ¥: M\M'— N
Montrons que ) est injective.
Soit z1 # o : montrons que ¥ (x1) F# Y (z2).
On a: Uppy)N M={z}
Un(mz) n M:{xg}

Donc, Un(e;) F Un(es) donc n(z1) # n(zs) d’ott ¢(z1) # ¥(x2).
Donc, % est injective et card(M \M') < card(IN), d’ou le résultat. O

Lemme 92. Soit (X,d) un espace métrique, Ty la topologie associée a d.
Alors, tout ouvert de (X,T3) est égal G une réunion dénombrable de fermés.

Démonstration. Soit U € Ty.
zeU<+=3e>0:B(z,e)CU

<=>Elne]N*:B(aﬁ,%)CU
4=>ElnelN*:Vy§éU,d(x,y)2%
bﬂneN*:VyeUc,xEBc(y,%)

1

Donc,U:Une]N* ﬂyEU“ B(y, ;).

Puis : par passage au complémentaire, tout fermé est une intersection dénombrable
d’ouverts. O
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