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Premiere partie
Le théoreme de
Kantorovich-Rubinstein

1 Introduction

Le résultat principal qu’on s’attachera a démontrer dans ce mémoire est le
théoreme de Kantorovich-Rubinstein (théoréme 2.1). Celui-ci voit ses applica-
tions en probabilité. Cependant, nul besoin n’est de connaitre la théorie des
probabilités. Ce ne sont que des résultats de mesure et d’analyse fonctionnelle
qui seront utilisés. C’est un résultat récent (1958) qui est démontré (en russe)
dans [7], mais il provient d’un vieux probléeme concret qui est la modélisation du
transport d’un tas de charbon de la maniere la plus économique étudié vers la
fin du XVIIIe siecle par le mathématicien frangais Gaspard Monge (1781). Ces
problemes de transport font maintenant 'objet d’applications dans d’autres
domaines tels celui de I’économie et sont développés dans une branche de la
théorie des probabilités. Signalons au passage que Kantorovich n’est pas un
mathématicien de formation mais un économiste, d’ailleurs il a obtenu en 1975
le prix Nobel dans cette spécialité. C’est en 1958 que Kantorovich et Rubinstein
donnerent la premiere démonstration du théoreme de Kantorovich-Rubinstein,
mais dans le cas ou l'espace S était compact. En 1976, Dudley donna dans [4]
la premiere démonstration en anglais du théoreme pour S métrique séparable.
Son travail est la source essentielle de ce mémoire. Cependant il y avait une
faille dans sa démonstration qui a été comblée en 1982 par de Acosta dans [3].
Une autre démonstration est donnée dans [5].

Le mémoire est constitué de deux parties. La premiere concerne le théoreme
en lui-méme. On y fait quelques commentaires sur son utilité puis on passe a
sa démonstration. C’est une longue démonstration car il convient de planter un
décor assez chargé. La seconde, intitulée Annexe, regroupe quelques résultats
qui servent dans la premiere partie. Ils sont rejetés en seconde partie car ils ne
feraient qu’alourdir la démonstration. Cependant il conviendrait de commencer
par la lire, la survoler suffit, car quelques définitions d’espaces fréquemment
utilisés y sont donnés. Ensuite elle sera consultée, s’il y a lieu, par les références
qui sont faites en premiere partie.



Avant de débuter, on commence par rappeler I’essentiel. Dans tout le mémoire
on travaillera dans un espace métrique séparable (.S, d) qui est muni de sa tribu
borélienne B. Et on rappelle simplement les définitions des deux distances qui
font I'objet du théoreme. La distance de Wasserstein (définition 11.3) :

W(P,Q) = inf{di(X,Y):L(X)=P,L(Y)=Q}

-  inf d(z,y) m(de,dy) : = d Pet Q).
ﬂE#?SXS){/SXS (x,y) m(dz,dy) : m de marges P et @ }

La distance de Fortet-Mourier (définition 11.2) :

F(P,Q)= sup
I7llz<1

/Sfd(P—Q)‘

On rappelle que 'on peut étendre F' et P sur des espaces de mesures po-
sitives finies non nécessairement probabilisées, d’apres les définitions 11.2,11.3
de W et F' en annexe.

2 Enoncé et intérét du théoreme

2.1 Enoncé

On commence par énoncer I’'objet de toute notre discussion.
Théoréme 2.1 (Kantorovich-Rubinstein) Soient P,Q € P1(S,d), on a alors

W(P,Q) = F(P,Q).

Remarques

— Le théoreme est vrai dans un cadre plus général ol ce n’est plus d qui in-
tervient dans la définition de la distance de Wasserstein mais une fonction
de cout ¢ qui vérifie des hypotheses plus faibles que d et qui permet de
modéliser plus de problemes de transport de masse. En effet la fonction a
optimiser est justement le colit moyen du transport, ce cotuit n’étant pas
systématiquement une distance.

— Le théoreme reste en fait valable pour les extensions de W et F' aux
espaces de mesures non probabilisées. Mais dans les applications, il est
intéressant dans le cas de mesures probabilisées.

Pour le moment on ne se contente que de son énoncé. Sa démonstration,
qui fait intervenir de nouveaux concepts, sera faite plus loin. Dans un premier
temps on va donc indiquer I'intérét de ce théoréme et le comparer avec un autre
théoreme qui lui est similaire, le théoreme de Strassen.

2.2 Commentaires sur W et F

Les distances W et F', qui servent a modéliser certains problemes en pro-
babilités, étaient utilisées indépendamment 1'une de ’autre, bien avant que le



théoreme de Kantorovich-Rubinstein ne soit démontré. On voit donc la puis-
sance de ce théoreme qui établit que ces deux distances, qui a premiere vue par
leur définition sont différentes, ne font qu’une.

Une des questions intéressantes est de savoir si W est atteinte. On rappelle
que W est définie comme un inf. Si P,Q € P;1(S,d), le but est de savoir si 'on
peut trouver X,Y € L' de lois P et Q telles que

W(P,Q)=di(X,Y).

Un des cas que 'on peut traiter est celui ou ’espace S est polonais, c’est
a dire qu’il existe une distance § qui engendre la topologie associée a d et telle
que (S,0) soit complet et séparable. On énonce ce résultat dans la proposition
qui suit.

Proposition 2.1 Soient P,Q € P1(S,d). Si S est polonais alors il existe w €
P(S x S) de marges P et Q telle que

W(P,Q) = / ddr.

SxS

Démonstration — Comme S est polonais, d’apres le corollaire 7.1, toute
mesure sur S est tendue. Posons

D(P,Q)={m € P(S xS) : mde marges P,Q}.

Alors D(P, Q) est uniformément tendu. En effet soit € > 0, il existe un compact
K. tel que

P(K?) < 5 et Q(KE) <

Donc pour tout m € D(P,Q), on a

DN

T((Ke x Ko)°) < @w(KExS)+m(S x KY)
= P(K¢) + Q(KY)
< €.

Comme D(P, Q) est uniformément tendu, alors d’apres le critere de Prokhorov
(proposition 7.1), D(P, Q) est relativement compact pour la topologie étroite.
Or D(P,Q) est fermé, en effet soit 7 € D(P,Q), il existe une suite (m,) de
D(P,Q) convergeant vers w. Montrons que m € D(P, Q). Soit g une fonction
continue bornée sur S. On note 7! et 72 les premiere et deuxieme marges de T,
et p1 et py les projections de S x S sur S. On a alors g o p; qui est continue et

bornée sur S x S, d’ou

/gdﬂiZ/gOpldwnH/gomdﬂz/gdﬂl
S S S S

L
P=nxl =7l

donc



d’ot1 par unicité de la limite 7' = P. De méme on montre que 72 = Q. D’out
m € D(P,Q). Donc finalement, D(P, Q) est compact. Et la fonction

[ — d('r7 y) 7T(d.’1}7 dy)
SxS

est semi-continue-inférieurement pour la topologie étroite car elle s’écrit comme
le sup des fonctions continues

T — d(z,y) Nnm(dz,dy).
SxS

L’inf est donc atteint. &

Remarques

— En fait par un résultat de Kawabe [8], on peut montrer que dans le cas
d’un espace métrique quelconque D(P, Q) est compact et donc la propo-
sition précédente reste valable dans un espace métrique quelconque.

— Dire que W (P, Q) est atteinte pour une mesure 7 de marges P et () revient
a dire qu’il existe X, Y € L! de loi P et Q telles que W(P,Q) = d1(X,Y).

2.3 Analogie avec le théoreme de Strassen

Dans cette partie on ne fera qu’énoncer le théoreme de Strassen, on n’en
donnera pas la démonstration, qui comme celle de Kantorovich-Rubinstein est
longue. On peut la trouver dans [4, théoreme 18.3]. Le but est seulement de
comparer le contenu : en quoi ces théoremes sont—ils similaires, et en quoi
different—ils 7 Mais commencons d’abord par énoncer le théoreme de Strassen.

Théoréme 2.2 (Strassen) Si P,Q € P(S) alors
p(P,Q) = nf{(X,Y) : L(X) = P,L(Y) = Q}.

p et 0 sont définis dans les définitions 11.1 et 10.2 respectivement. L’intérét
de ces théoremes est que si P et () sont deux probabilités “proches” pour la
distance considérée, c’est-a-dire p si P,Q € P(S) ou F si elles sont dans Py (S, d),
alors on peut trouver deux variabes aléatoires dans L? dans le premier cas, dans
L' dans le deuxiéme cas, ayant pour loi ces mesures de probabilité, “proches”
I'une de 'autre, dans le sens de 6 dans le premier cas dans celui de d; dans le
deuxiéme cas. En effet, par définition de l'inf, si Py, Qo € P(S) alors pour tout
e > 0 il existe Xg, Yy € LY de lois Py et Qg telles que

0(X0,Y0) < p(Fo,Qo) +e (1)
Et si P1,Q1 € P1(S,d), il existe X1,Y; € L' de lois P; et Q; telles que

di(X1,Y1) < F(P1, Q1) + e



Mais on peut pousser la similarité un peu plus loin. En effet, ici p et F ne se
ressemblent pas, tout comme 6 et dy. L’idée est donc dans cette comparaison de
pouvoir remplacer p par § (définition 11.2) et bien stur 6 par dy = k (définition
10.1). La similarité serait alors sans équivoque. Ce sont les propositions 10.1 et

11.2 qui nous y aident car alors I'inégalité (1) ci dessus devient

K(Xo, Yo) = do(Xo, Yo) < 4

ﬁ(P(]aQO) + €.

Pour résumer cette comparaison, on dresse le tableau suivant.

Théoreme de Théoréme de
Strassen Kantorovich-Rubinstein
On prend P,Q e P(S) P,Q € Pi(5)
Distance B(P,Q) = sup / fd(P— Q)’ F(P,Q) = sup / fd(P— Q)‘
Iflleg<11/S lFle<1 18
Pour tout € > 0, il existe X,Y € L? | Pour tout € > 0,il existe X,Y € L!
On a alors de lois P et @ telles que de lois P et () telles que
do(X,Y) <44/B(P,Q) + e di(X,Y) < F(P,Q) +e
Remarque

— Grossierement on peut dire que le théoreme de Strassen donne un résultat
dans Pespace L° des variables aléatoires, alors que celui de Kantorovich-
Rubinstein en donne un dans I’espace L'. Il serait alors treés intéressant
de pouvoir généraliser ces théoremes aux espaces LP.

3 L’espace M,

Le processus de démonstration du théoreéme va maintenant débuter. Comme
annoncé plus haut, il nous faut définir de nouveaux objets.
3.1 Définition et propriétés de M,

Commencons par donner la définition qui suit.

Définition 3.1 On note M, = M,(S) l'ensemble des mesures signées finies m
sur la tribu borélienne de S tel que m(S) = 0.

Sim € M, alors par la décomposition de Jordan (théoreme 7.1) , il existe
m* et m~ deux mesures positives finies telles que m = m* —m™. Remarquons
qu’alors m™(S) = m~(S). On pose alors |m| = m™ + m~. Dans la suite on



sera souvent amené a réutiliser m™ et m ™, mais on ne précisera pas a chaque
fois que ces mesures sont issues de la décomposition de Jordan. On donne la
définition suivante.

Définition 3.2 On pose
My ={meM,:3ze S/d(x,y) |m|(dy) < oo}.

Remarques
— Il est facile de voir que par 'inégalité triangulaire 3 équivaut a V dans la
définition de M,;.
— L’espace M,; muni de I’addition et de la multiplication par un scalaire
est un espace vectoriel.
On a donc défini un nouvel ensemble, il serait donc intéressant de pouvoir
le munir d’une topologie. Pour cela on pose d’abord.

Définition 3.3 Soit m € M,, on note X, l’ensemble des mesures positives
finies b sur ’espace produit S x S muni de la tribu borélienne B ® B telles que

b(AxS)—b(SxA)=m(A) VAehB.

Remarquons que pour tout m € M,;, &}, est non vide car contient toujours
la mesure produit
mt@m™

m*(5)

m =
En effet pour tout A € Bon a

HAxS) —n(SxA) = TAmM(S)  mT(S)m(4)

mt(S) m*(S)
= mT(A) —m (A) car m*(S) =m (9)
= m(A).

Voici une proposition qui va nous étre utile pour la suite.

Proposition 3.1 S5i P,(Q sont deux mesures probabilisées alors Xp_¢q contient
l’ensemble des mesures probabilisées sur S x S de marges P et Q.

Démonstration — Soit 7 une mesure probabilisée sur S x S de marges P
et Q. Alors pour tout A € B on a

7(A x §) - (S x A) = P(A) - Q(A) = (P~ Q)(4)

doll 7 € Xp_¢. &



3.2 Structure topologique de M,

On considere sur M,; la fonction

|- lw € My — [fmllw = inf / d(x, ) b(dz, dy).
beXm Jox s

On a le résultat suivant.

Proposition 3.2 ||.|lw est une semi-norme sur Moy;.
Démonstration — Comme d > 0, ||m|w > 0. Montrons ensuite que
mT®@m”

|lm|lw < oco. Si m € M, on sait que 7 = est dans X,,, il suffit

m*(S)

donc de montrer que
/ d(z,y) m(dz,dy) < oco.
SxS

Comme d > 0, par Fubini, on a

1
d(x,y) m(dz, dy ://dw,y m*(dz) m™ (dy).
[ atin.dy) = s [ [ dta)m* (dz) m (a)
Soit z € S, par I'inégalité triangulaire et Fubini encore, il vient
1 // _
—_— d(z, z) m™*(dz) m™ (dy
(s [, [ A2y ) m(ay)

+m+1(s) /S /S d(z,y) m™ (dy) m™* (dz)
- /d(x,z)m+(dx)+/d(z,y)m_(dy)
S S

< /S A, 2) || (dz) + /S d(z,y) Iml(dy)

< oo car m € M.

IA

/ d(z,y) (de, dy)
Sx.S

Montrons maintenant I’homogénéité. Soit m € M,q, soit ¢ € R.
— Si ¢ = 0 alors A, contient la mesure nulle v sur S x S et donc ||0m/|w
est atteint avec

J0mlw = / d(z.y) v(dz, dy) = 0.
SxS

D’ou ||0m|| = 0.
~ Sic >0, alors X, = {cb: b€ X, }. En effet, soit & € Xy, on a alors

V(AxS)—V(S x A)=cm(A).

Or on peut écrire b’ = ¢(b'/c) ot par I'égalité précédente b'/c € X, et
donc V' € {cb: b € X,,}. Réciproquement, si b € X,,, on a

b(A x S) — b(S x A) =m(A)



et donc en multipliant des deux cotés par c il vient cb € X,,,. D’ou le
résultat. Et donc :

lem|lw = inf {/ d(z,y) b (dz,dy) : b € {cb:be Xm}}
SxS

= inf {/ d(z,y) cb(dx,dy) : b € Xm}
Sx.S

= c[mllw.

—Sic=-lalors X_, = {boT ! :be X,} ot T(z,y) = (y,z) (T est
bijective ). En effet, soit & € X_,,, on a alors

V(AxS)—b(SxA) = —m(A)
(M oT)(SxA)— (W oT)AxS) = —m(A)
(M oT)AxS)— (M oT)(SxA) = m(A).

En posant b = b’ oT alors b = boT~! avec b € X,,. Réciproquement, soit
b e X,,, alors

(boT 1) (AxS)—(boT ) (SxA) = bSxA —bAxS)
= —m(4)

douboT 1 e Xx_,,. Doule résultat. Et donc :
| —m|w = inf {/ d(z,y) V' (dx,dy) : b € {boT 1 :b e Xm}}

SxS

= inf{/ d(x,y)boT_l(dx,dy):bEXm}
SxS

_ inf {/ d(T(x, y)) b(dz, dy) : b e Xm}
SxS

= inf {/ d(z,y) b(dz,dy) : b € Xm}
SxS

= |m|lw-.
En conclusion :
llem|lw = |c|[|mllw YeeR ,Ym e M,.

Enfin montrons I'inégalité triangulaire. Soient m, m’ € M,;. En utilisant les
définitions il est immédiat que si b € X, et ¥/ € X,y alors b+ b € Xy
Ainsi :

lm+m/lw < d(z,y) (b+ ) (dz, dy)
SxS

= | dwpdedy + [ de)(do.dy)
SxS SxS
Cette inégalité étant vraie pour tous b € X, et b’ € X,,/, on passe a l'inf et
donc :
[m+m/lw < lmllw + [|m/lw. &



L’espace (Mo, || . ||w) est donc un espace vectoriel semi-normé. On pourrait
montrer mieux en fait c’est-a-dire que || .|| est une norme. La démonstration
utiliserait un point que nous n’avons pas encore montré. On signale juste cela
et on ne cherchera pas a le montrer car ce n’est pas essentiel dans la suite.

3.3 Un résultat de densité

Commencons par définir une certaine classe de mesures sur M.

Définition 3.4 On dit que m € M, est simple si
n
m = Zai(&ci — Oy,)
i=1

oun €N | z;,y; €5 et a; €R.

Ces mesures, comme leur qualificatif I'indique, sont faciles & manipuler. Et
bien, elles font I'objet du tres intéressant résultat suivant.

Proposition 3.3 Les mesures simples sont denses dans My, .

Démonstration — Celle-ci se fait en deux étapes.
lere étape Les mesures a support borné sont denses dans M, .

Soit m € My;. Si m est la mesure nulle alors elle est déja a support (définiton
7.1) borné ( @ ). On prend désormais m non nulle. Fixons x € S et posons
B,, = B(x,n) la boule fermée de centre x et de rayon n. Comme m™(B,,) —
mt(S) # 0 et m™(B,) — m~(S) # 0 alors pour n & partir d'un certain rang
N, m~(By),m"(By,) >0, on peut donc définir, pour n > N,

mt(ANB,) m (AN By,)

mn(A):m+(S)< B mo(B) > VA € B.

On vérifie facilement que my,(BS) = 0 donc le support de m,, est inclus dans
B,,, ainsi le support de m,, est borné pour tout n > N.
On a, pour tout A € B,

(= ma)(4) = (AN B + (A0 B,) ()" LTI
m~ (AN By)
) Ey

— m(A\ By) — (M - 1) m* (AN By)

+ (% - 1) m~ (AN B,)

= m(A\ B,) —eymT (AN By,) +6,m™ (AN By,)

avec

m*(S)

_ m*(S)
(B (8]

m(By)

—1etd, =

10



et on remarque que €, , 6, — 0. Pour tout A € B, on pose

pn(A) =mt(A\ By,) +6.m™ (AN B,)
vn(A) =m™(A\ By) + enm™ (AN B,).
On a iy, vy >0 et m —my = piy, — vy et pp(S) = v, (S) donce :

_Nn®Vn
1in(S)

Montrons que ||m — my||lw — 0 ce qui achévera la premiere étape. Pour

b, € B—m,,-

cela, il nous suffit de montrer que / d(z,y) by (dx,dy) — 0. On a
SxS

[ dwabidndn = e [ @ (G ot dam ()

1
pn(S)
1

+ / s (2)X5, (4)d(, y)en m* (dzym (dy)
SxS

+

pn(S) /st XB, (z)xBe (y)d(z,y)d, m™ (dz)m™ (dy)
1

+

| om0 endsm (de)m* (dy)
1n(S) Jsxs
= I+ 2413+ 1
Un calcul simple nous donne : pi,,(S) = |m|(BS). On va montrer que I}, — 0
pour ¢ = 1,2,3,4. Dans les calculs d’intégrales que nous allons effectuer les
fonctions intégrées sont positives, on pourra donc sans souci utiliser Fubini

sans le préciser a chaque fois. Fixons z € S.
— Calcul de I}

1
pn(S)

+,Umts) /;XSXBﬁ(fE)XBg(y)d(z’y) m+(d$)m_(dy)

Il

n

IN

/ xs ()X 55 (9)d(, 2) m* (dz)m™ (dy)
SxS

= o [ ey (@2 m (i)
m* (B
o [ sty m )

< /S xBs (2)d(x, 2) m* (der) + /S X (9)d(y, z) m™ (dy).

Comme xpe(z)d(r,z) — 0 simplement et z — d(z,2) est intégrable car
m € M, alors par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue la
premiere intégrale converge vers 0. De la méme facon, la seconde converge
aussi vers 0. D’ou I! — 0.

11



— Calcul de I2

/ xBs ()X (W)d(@, 2)en m* (dzym* (dy)
Sx.S

+Mn(5) /SXSXBﬁ(x)XBn(y)d(z,y)en m* (dz)m™* (dy)

= WKBC)/QXB%($)d(x7Z)m+(dx)
)

m™* (B
_i_i

ml(Bs) [ eoxe (.2 (ay)

< [ @)t @o) + [ eudtym* ).
S
On applique le théoreme de convergence dominée de Lebesgue aux deux
intégrales, comme dans le premier cas, et on obtient I2 — 0.
— Calcul de I3
Se fait comme I2 et on a I3 — 0.
— Calcul de I}

I,

IN

pn(S) /st XB, (2)xB, (y)d(z, 2)endy m™ (dx)m™ (dy)

+

in(S) /sXs X8, (€)X B, (y)d(=, y)endn m™ (dz)m™ (dy)
m* n)€n _
i e e )

W /S enX B, (y)d(y, z) m* (dy)

/6nd(x,z) m_(dm)—i—/end(y, 2)m™ (dy).
S S

IN

Toujours par le théoréme de Lebesgue, on conclut que I} — 0.

La premiere étape est donc terminée.

2éme étape Les mesures simples sont denses dans I’ensemble des me-
sures a support borné.

Soit m € M,; a support 3 borné. Quitte & travailler dans 1’espace (X, d'),
ol d’ est en fait la restriction de d & X, on peut supposer directement que
lespace S lui-méme est borné. On a m = m™* — m™. On pose

m mT m-
R 5 BT K BT ) R

ou P et () sont deux mesures de probabilité sur S. Par le théoreme de
Glivenko-Cantelli-Varadarajan (Théoreme 11.1), il existe des suites de
probabilités (P,), (Qy) sur S tendant en loi respectivement vers P et @

12



et telles que, pour tout A € B,

P,(A) = HZ&” (A) ou x; €8
7j=1
1 n
Qn(A) = nz;(sy](A) ot y; €8
j:
et donc
1
on = (Pn — Qn)(4) = Z g(éﬂﬁj — by,)(A)
j=1
est une mesure simple. Il s’agit maintenant de montrer que o, converge
vers m’ dans M, on aura alors, par homogénéité de || . ||y, m™(S)o,, qui

est simple, converge vers m dans M,1, ce qui achévera la deuxieme étape.
Montrons que ||P — P,||lw — 0. On pose k£ = diam(S5). Soit € > 0. Comme
la distance de Prohorov p (définition 11.1) métrise la convergence en loi
(dans un métrique séparable) (proposition 11.3), en prenant § suffisam-
ment petit, il existe N € N tel que, pour tout n > N,
p(P,P,) +6 < min(%, i).

Par le théoreme 2.2 de Strassen, il existe deux variables aléatoires X et
X, de lois P et P, respectivement telles que

0(X, X,) < p(P, Pa) + 6.

C’est a dire, par définition de 6,

€ €
—, =)

2’ 2k

ou Pr désigne la probabilité sur 'univers sur lequel les variables X et X,
sont considérées. D’ou, en notant 7, la loi du couple (X, X,), ¢a nous
donne

inf{a € R: Pr(d(X,X,) > a) < a} < min(

Donc par définition de l'inf, il existe o € R tel que :
mn(d(z,y) >a) <a et a< min(%, i)
Par conséquent :
€ €
T (d(z,y) > 5) < mp((d(z,y) > a) < TR
Finalement :

/ d(z, y)mn(dz, dy) = / d(, y)ma(de, dy)
S S

/ d(z,y) mn(dz, dy)
{d(z,y)<5INS

+/ d(z,y) mn(dz, dy)
{d(z,y)>5}INS

€ €

IN

IN
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et ce pour tout n > N, donc :

/d(w,y)ﬂn(dx,dy) — 0.
S

D’autre part m,, qui est la loi du couple (X, X,,), a pour marges P et P,,
qui sont des mesures probabilisées, d’ou 7, € Xp_p, d’apres la proposi-
tion 3.1. D’ou finalement, on a ||[P — P,|jw — 0.

De la méme maniére on montrerait que ||Q — Qy|lw — 0, par conséquent,
en utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient : ||m’ — o, |l — 0. Ce qui
acheve la seconde étape.

Conclusion
Les mesures simples sont denses dans les mesures a support borné pour
la topologie de semi-norme ||. ||, et les mesures a support borné sont

denses dans M,; pour la méme topologie. D’ou les mesures simples sont
denses dans M,;. .

4 Le dual M}

4.1 Définition de M},

L’espace M}, designe le dual topologique de My, c’est-a-dire I’ensemble
des formes linéaires continues sur M,;. L’espace M}, sera naturellement
munie de la norme duale || . ||j;;, qui est bien une norme d’apres la propo-
sition 9.1, définie par

6w = sup |p(m)].

llmflw <1

4.2 Caractérisation de M},

Dans cette partie on va caractériser les éléments de ce dual. Pour cela on
va établir un lien entre L(.5), 'espace des fonctions lipschtiziennes sur S,
et M},

Définition 4.1 Définissons 'application

® : L(S) — My
fr—@(f) = ¢y

ot, pour tout m € My,

o7(m) = /S £ () m(dz).

Il convient d’abord de montrer que I'application ® est bien définie.

Proposition 4.1 L’application ® est bien définie.

14



Démonstration —Soit f € L(S). Montrons que ®(f) = ¢ € My,. Soit
m € M,;. Pour tout b € &),,, on a

¢p(m) = /S f(&) m(dz)
_ /S F(x) (b(dz, S) — b(S, dz))
— /f(g;) b(dx,S)—/f(y) b(S, dy)
S S
- fx) b(dx, dy) — / f(y) b(dy, dy)
SxS

SxS

_ / (F(x) — f()) blde, dy)
SxS

d’ot1, pour tout b € X,

65(m)] < 1112 / d(z, ) b(dz, dy).

SxS
FEn passant a l'inf on obtient alors
05 (m)] < [ fllz [Imllw < oo.

Donc ¢; est bien a valeurs réelles. D’autre part, I'inégalité ci-dessus
montre que ¢y est continue avec |[¢y||f; < | fllz. Et par linéarité de
I'intégrale il est immédiat que ¢y est linéaire. Finalement ¢y € M. &

On va maintenant étudier cette application ® de plus pres. D’abord un
résultat qui fait intervenir la structure de norme et semi-norme des es-
paces MY et L(S) respectivement. C’est une sorte d’isométrie qui va étre
montrée maintenant.

Proposition 4.2 Pour tout f € L(S) on a :

1SNl = llorln = If]L-

Démonstration — On a déja ||o¢||f, < || fl|z, reste & montrer I'inégalité
inverse. On vérifie facilement que §(, ) € Xs, s, Par conséquent :

160 — 8, < / d(1,0) 60,y (du, dv)
SxS
= d(z,y).
Soit € > 0, par définition de || .||, il existe z,y € S distincts tels que

[f (@) = @) _ 195(0 — 3y)|
d(z,y) 7 0z = dyllw

en faisant tendre € vers 0 il vient ||¢¢||5, > || fllz. o

Iflle —e< < llosllw

Enfin, derniere propriété de ®.
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Proposition 4.3 L’application ® est surjective.

Démonstration — Soit ¢ € M}, montrons qu’il existe f € L(S) tel que
¢ = ¢f. Soit z € S, on pose

f(l‘) = ¢<5a: - 52)-

Alors, pour tout z,y € S on a,

[f(@) = f)l = [0z = dy)]
< 1ollwlldz = dyllw
< el d(z,y)

d’ou f € L(S) avec || f][ < [[¢][7y-
Si m = 4, — d,, alors

¢p(m) = f(z) — fy) = ¢(0c — by) = ¢(m).

Donc par linéarité de ¢ et ¢, pour tout mesure simple m, ¢¢(m) = ¢(m).
Soit maintenant m € M,;, comme les mesures simples sont denses dans
Moy, il existe (m,,) une suite de mesures simples convergeant vers m dans
M. Donc par continuité de ¢ et ¢ on a

et par unicité de la limite, pour tout m € M, :
¢(m) =dr(m). &

Remarques

— L’application ® n’est pas injective car si f € L(S) alors f + cte € L(S)
avec ®(f) = @(f + cte) car ®(cte) = 0.

— La proposition 4.3 montre que I'on connait tous les élements de M},
via les éléments de L(5), on a en fait

Mg = {5 : f € L(S)}-
On va établir une conséquence de tout cela.
Proposition 4.4 Pour tout m € My, on a :
[mllw = [Iml|%
Démonstration — Soit m € M,q, on a

|lm|lw = sup |¢(m)|  (corollaire 9.3)
oI5 <1

= sup |¢pg(m)|  (proposition 4.2)

Iflle<1
/fdm’
S
&.
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5 Démonstration du théoreme de Kantorovich-
Rubinstein

On arrive maintenant au dénouement de notre étude. Le livre de Dudley
[4, Lecture 20] ne permettait de démontrer que la premiére inégalité dans

le théoreme. C’est grace a de Acosta [3] qu’a pu étre démontrée la seconde
inégalité.

Démonstration — Soient P, Q € P1(S,d). On pose m = P — Q. On va
d’abord montrer que m € M,;. Pour cela on applique la décomposition
de Jordan (théoréme 7.1), on a alors m = P’ — @’. On a de plus P/ < P
et Q' <Q.Soit z €S, on a:

/ d(z,y) ml(dy) = / d(z,y)(P' + Q') (dy)
S S
< /d( y) (P + Q)(dy)

:/dwy (dy) /dmy (dy)

< oo car P,Q € Pi(S,d).

Ainsi m € M,;. Donc d’apres la proposition 4.1 :

1P = Qllw = [IP - QllL-

Reste & montrer que |P — Q|lw = W(P, Q). On a vu dans la proposition
3.1 que l'ensemble des mesures sur S x S de marges P et () est inclus
dans Xp_g. On a donc

1P = Qllw < W(P,Q).

Montrons maintenant l'autre inégalité. Soit € > 0, par définition de la
norme de Wasserstein il existe b € M T (S x S) tel que mb—mb =P —Q
et

/ ddb < ||P—Q|w +e.
SxS
On a en fait

mb—mb=P—-Q=P — Q.
Donc par minimalité de la décomposition de Jordan, il existe 0,0’ €
M (S) telles que

P=P+oc Q=Q +o

mb=P +o mb=Q +7.

Et par la proposition 12.4, il vient

W(PQ) = W(F,Q)

= W(mb,mb)
< / ddb
SxS
< [P=Qlw +e



Comme € est arbitraire on a ’égalité manquante. &

Remarque
— Notons que d’apres le corollaire 9.2, le supremum dans

Imllw = sup |¢(m)]
ll5-<1

est atteint. Ce qui, d’apres la proposition 4.4, signifie que le supremum
[mllz = sup

dans
/fdm'
Ifllo<t1JS

est atteint. Donc si P,Q € P1(S,d) alors d’apres le théoreme 2.1 de
Kantorovich-Rubinstein, il existe f € L(S) avec ||f||z <1 telle que

W(P,Q) = /Sfd<P—Q>.
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Deuxieme partie

Annexe

Dans tout le mémoire on travaille dans un espace (.S, d) métrique, séparable.
On fixe donc une bonne fois pour toute cet espace S muni de sa métrique d lui
conférant une structure d’espace séparable. Par ailleurs S est muni de la tribu
borélienne B.

6 Un résultat préliminaire
On commence par rappeler le théoréme suivant.

Théoréme 6.1 (Lindelof) Si (S,d) est un espace métrique séparable. Alors de
tout recouvrement ouvert on peut extraire un sous recouvrement dénombrable.

Démonstration — Comme (5, d) est séparable alors la toplogie associée
admet une base dénombrable. En effet si A est un sous-ensemble dénombrable
dense dans S alors ’ensemble

D={B(z,e) : z€ A, e€Q}

convient. Soit maintenant (U;);e; un recouvrement ouvert quelconque de S. On
pose
C={BeD/3Jiel: BcCU}

qui est dénombrable. Pour tout B € C on pose ip tel que B C U,,, alors
lensemble J = {ip € I / B € C} est dénombrable. Montrons que

Uu=u.
jeJ el
On a déja C car J C I. Soit z € U U;, alors il existe ¢ € I tel que x € U;. 11

el
existe donc B € D tel que x € B C U; d’ou B € C et alors

reBcUzclJU;. &
jed

On cite maintenant un corollaire qui nous sera utile dans la suite.
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Corollaire 6.1 Si (S,d) est un espace métrique séparable alors on peut le re-
couvrir de boréliens deux & deux disjoints de diameétre inférieur a € donné.

Démonstration — Soit € > 0. Comme S est séparable, d’apres le théoreme
€
6.1 de Lindeldf, il existe {Bi = B(xy, 5) rx, €8,1€ N} un recouvrement ou-
vert de S. On pose maintenant Ay = By et, pour tout n > 1,

n—1
Aﬂ:aALJ&.
=0

Les A,, sont bien des boréliens deux a deux disjoints qui vérifient diam(A4,) < €

et
S=JAa=UB:. &

i€N €N
Dans notre étude on sera amené a intégrer la distance d. Pour pouvoir
donner un sens a cela, il nous faut la proposition suivante.

Proposition 6.1 La distance d est jointement mesurable sur le produit S x S
muni de la tribu borélienne produit B ® B.

Démonstration — L’application § définie sur S x S par

o((u,v), (2, 9)) = d(u, z) +d(v, y)

est une distance sur S x S. Ceci est facile a vérifier car d est elle-méme une
distance sur S. Et par un résultat connu de topologie, la topologie associée
a cette distance est la méme que la topologie produit de S par S. Montrons
maintenant que (S x S,9) est séparable. Comme S est séparable, il existe D =
{z; : i € N} dense dans S. On pose alors E = D x D. E est dénombrable, de
plus il est dense dans S x S. En effet, soit (z,y) € S x S et e > 0, alors il existe
zi,xj € D tels que d(x;,x) < €/2 et d(zj,y) < €/2 d’ou §((x,y), (zi,z;)) < €.
D’ou E est séparable. D’autre part, I'inégalité

|d(z,y) — d(=’,y)| < 0((x, ), («,3/))

obtenue par I'inégalité triangulaire montre que d est continue sur (S x S, 9).
On a donc par continuité de d, si U est un ouvert de R alors

U= JUix Vi U, Vies.
el

Comme S est séparable, par le théoreme de Lindelof, énoncé ci-dessus, on peut
en extraire un sous recouvrement dénombrable et donc d~1(U) € B® B et ceci
pour tout ouvert U de R. D’ou d est B ® B-mesurable. &

Fort de cette proposition et du fait que d > 0, on pourra par la suite définir
sans ambiguité, pour une mesure sur B ® B, I'intégrale

/ d(z,y) b(dz,dy).
SxS
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7 Quelques résultats sur les mesures

7.1 Décomposition de mesures

Définition 7.1 Soit m une mesure signée finie sur S. On appelle support de
m le plus petit fermé de complémentaire de mesure nulle.

Voici un résultat de décomposition de mesures qui fait I’objet de la propo-
sition 11.1.1 dans [2].

Théoréme 7.1 (Décomposition de Jordan) Soit m une mesure finie signée
sur B alors il existe un unique couple (m™,m~) de mesures sur B tel que

~ m*,m~ soient des mesures positives

- m*,m~ soient mutuellement singuliéres

-m=mT—m".
De plus cette décomposition est minimale, c’est-a-dire que si m = mq — mg
alors mT < mj et m™ < ma.

7.2 Mesures tendues et propriétés

Définition 7.2 Soit T un espace topologique. Une mesure de probabilité sur les
boréliens de T est dite tendue si pour tout € > 0 il existe un compact K tel que
P(K®) < €. Un ensemble A de lois de probabilité sur T est dit uniformément
tendu si pour tout € > 0 il existe un compact K tel que pour tout P € A,
P(K®) <e.

Théoréme 7.2 (Ulam) Soit (T,d) un espace métrique séparable complet et
U une mesure positive o-finie sur la tribu borélienne de T. Alors pour tout
ensemble borélien A on a

w(A) =sup{u(K) : K C A, K compact}.

Ce théoreme ne sera pas démontré, il fait 'objet du théoréme 5.1 dans [4].
Ce n’est pas tant ce théoreme qui nous sera utile dans I’exposé mais le corollaire
qui suit, dont on ne donne pas la démonstration, qui est immédiate.

Corollaire 7.1 Dans un espace métrique séparable toute mesure probabilisée
est tendue.

On va donner une caractérisation importante des ensembles uniformément
tendus dans la propositon qui suit. Celle-ci fait I'objet du théoréme 6.1 dans

[1].

Proposition 7.1 (Critére de Prokhorov) SoitT un espace topologique. Soit
A un ensemble de probabilités surT. Alors A est uniformément tendu si et seule-
ment si A est relativement compact pour la topologie de la convergente étroite

(définition 11.4).

21



8 Les espaces considérés

Enongons maintenant quelques définitions concernant les objets dont nous
aurons besoin.

Définition 8.1 On pose :
— M(S) (resp. M(SxS)) l'ensemble des mesures finies signées sur S (resp.
SxS)
~ M™(S) (resp. M (S x S)) 'ensemble des mesures finies positives sur S
(resp. S x S)

M (Sd) = (e MY(S):3a € S [ dlay) uldy) < o0}
S
- Mf, = {ne M (S.d) : p(S) = a.
La définition qui suit est ’analogue de la précédente mais pour des mesures

probabilisées.

Définition 8.2 On pose
~ P(S) (resp. P(S x S)) U'ensemble des mesures probabilisées sur S (resp.
SxS)

~PuSd) = {PEP(S): Fu €5 [ dla.y) Play) < 0}
Remarques

— Si (S,d) est borné alors M, (S,d) = M*(S,d), et donc P1(S,d) = P(S),
car alors pour tout u € M™T(S)

/S d(z,y) pu(dy) < MP(S) = M

ou M est la constante qui borne d.
— Dans la définition de M; (S, d) et de P1(S,d), Iz € S est équivalent a
Yz €5, ceci étant facile & montrer par I'inégalité triangulaire.
Les fonctions lipschitziennes jouent un role trés important dans la suite, on
pose donc la définition suivante.

Définition 8.3 On appelle L(S) l’ensemble des fonctions réelles lipschitziennes
définies sur S. Pour tout f € L(S) on pose

| fll = sup
T#Y

On note Lp(S) l’ensemble des fonctions réelles lipschtiziennes bornées définies
sur S. Pour tout f € Lp(S), on pose

1l = flloo + [1f]lz-

Remarque
— On montre facilement que L(S) muni de || ||z est un espace vectoriel
semi-normé et que Lp(S) muni de || ||z, est un espace vectoriel normé.
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Définition 8.4 Soit p une mesure signée finie sur B, on pose :

[ 5.

9 Un résultat d’analyse fonctionnelle

el = sup
<t

Avant de passer a ’objet-méme de cette partie qui est le théoréme de Hahn-
Banach et ses conséquences, on va indiquer le cadre dans lequel on se place. On
prend (E, ||.||g) un espace vectoriel semi-normé muni d’une seule semi-norme.
On va s’intéresser au dual topologique E’, c¢’est-a-dire ’ensemble des formes
linéaires continues sur E. Pour u € E’, on pose

lul|gr = sup{|u(z)| : z € E, ||z||g < 1}.
On a le résultat suivant.

Proposition 9.1 L’application || .|| g est une norme sur E’.

Démonstration — Soit u € E’. Comme u est continue, il existe C > 0 tel
que |u(x)| < C||z||g pour tout z € E. Si ||z||g = 0, alors u(x) =0 , sinon on a

0§u< x >§C
|z e

donc en passant au sup, il vient 0 < ||lu||pr < C < oo. L’homogénéité et
I'inégalité triangulaire sont immédiates. Reste un dernier point, soit u € E’

tel que ||ul|gr = 0 c’est-a-dire que pour tout = € E tel que ||z|]|g < 1 on a
u(z) = 0. Soit maintenant x € E. Si ||z||g = 0 alors par la caractérisation de u
x

<1

continue avec la constante C' il vient u(x) = 0. Si ||z||g > 0 alors

)zl

donc u <” H > = 0 et par linéarité de w il vient u(z) = 0. D’ou finalement
Z||E

u(z) = 0 pour tout x € E. &

On rappelle I’énoncé du théoreme de Hahn-Banach dans le cadre ou il nous
intéresse. On n’en donne pas la démonstration qui est faite dans le cours de
maitrise.

Théoréme 9.1 (Hahn-Banach) Soit E un espace vectoriel et p une semi-
norme sur E. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et u une forme linéaire sur
F telle que u < p sur F'. Alors il existe u forme linéaire sur E telle que :

p=u et |u <p dans E.

On commence par citer ce premier corollaire qui n’est autre qu'une généralisation
d’un résultat de maitrise vu dans le cadre de E normé.

23



Corollaire 9.1 Soit (E, || .|| g) un espace vectoriel muni de l'unique semi-norme
| .llg. Soit F un sous-espace vectoriel de E et u € F'. Alors il existe 4 € E’
telle que

up=u et |ullp = llulp.

Démonstration — Soit donc u € F’ il est facile de voir que pour tout x €
F,ona|u(x)| < ||u||g||x]|z. On pose alors pour tout x € E, p(x) = ||ul| g ||z| &-
Il est facile de vérifier que p est une semi-norme sur E. Donc d’apres le théoreme
9.1 de Hahn-Banach, il existe & € E’ tel que :

tp=u et |u(r) < |ullplz|r Vo€ E.
Dot il vient [|@]|g < [[ul|g. De plus comme i = u on a I'égalité inverse. &
Donnons un deuxiéme corollaire.

Corollaire 9.2 Soit (E,||.||r) Uespace vectoriel semi-normé défini au-dessus.
Soit x € E, alors il existe u € E' tq ||ul]|gr =1 et u(z) = ||z| .

Démonstration — Considérons 'application :
v:tr € Vect{zx} — t||z| .

On vérifie facilement que v € (Vect{z})’, donc d’apres le corollaire 9.1 il existe
u € E' tel que
Uyect{zy =V et [lullp = [lv]| g

On a u(z) = v(z) = ||z||g et

[uller = llvller = sup |tfjzflg|=1. &
l[tz]| 5 <1

On en arrive maintenant au résultat essentiel de cette qui section. C’est ce
résultat qui sera utilisé dans la démonstration du théoreme de Kantorovich-
Rubinstein.

Corollaire 9.3 Soit © € E, alors

lzllp = sup fu(z)].
Jull pr<1

Démonstration — Soit € E. Pour tout u € E’ tel que |lul|g < 1, par
continuité de u on a |u(z)| < |[|z| g, d’olt en passant au sup il vient

lzllp > sup fu(z)].
Jull g <1

Et d’apres le corollaire 9.2 ce sup est atteint d’ou ’égalité. &
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10 Structures métriques sur les espaces de variables
aléatoires

La définition qui suit généralise celle que I'on connait des espaces LP(R) aux
espaces métriques séparables. Ces espaces étant munies d’une distance, non pas
d’une norme comme dans R, permettent de définir des modes de convergence
de variables aléatoires.

Définition 10.1 Pour tout 0 < p < oo on définit LP(2,S) = LP(2, B, P, S, d)
par 'ensemble des variables aléatoires sur l’espace probabilisé (0, B, P) a valeurs
dans S telles qu’il existe s € S tel que :

/Q d(X, s)P dP.

Pour p =0, on pose L°(Q, S) l’ensemble des variables aléatoires & valeurs dans
S. Pour X,Y € LP on définit les distances

dp(X,Y):/d(X,Y)PdP si0<p<l1
Q

dp(X,Y):(/ d(X, Y dP)r sil<p<oo
Q

x
1+

do(X,Y) = K(X,Y) = /Q FAX,Y))dP ot f(z) =

Remarques

— La distance x définie ci-dessus est la distance de Ky-Fan, et on peut
montrer que cette distance métrise la convergence en probabilité.

— 11 existe un espace probabilisé (€2, B, P) tel que Pi(S,d) = {L(X) :
X € LYQ,B,P,S,d)} ot L(X) est la loi de X définie par L(X)(A) =
P(X~1(A)) pour tout A € B.

— Pour ce qui est des modes de convergence, on dit que X, L X si dp(Xpn—
X)—0.

Définition 10.2 Soient X,Y deux variables aléatoires, on pose
0(X,Y)=inf{a: Pr(d(X,Y) > a) < a}.

Ces distances étant maintenant données, il est souvent intéressant de pouvoir
les comparer entre elles.Un cas idyllique étant de pouvoir montrer qu’elles sont
équivalentes, ici ce n’est pas le cas. Mais les inégalités qui suivent montrent tout
de méme grace a une des remarques précédentes que 6 métrise la convergence
en probabilité.

Proposition 10.1 Si X,Y sont deux variables aléatoires alors :
R(X,Y) <20(X,Y) <4y/kr(X,Y).

Ce résultat est montré dans [4, Lecture 18].
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11 Structures métriques sur les espaces de mesures

A T'image de distances construites entre des variables aléatoires, il est aussi
souvent utile de considérer des distances entre des mesures probabilisées. Es-
sentiellement, on ne considérera que des métriques sur les espaces de mesures
probabilisées car ce sont celles-ci qui nous intéressent dans les résultats. Ce-
pendant pour mener nos démonstrations il nous faut étendre certaines d’entre
elles a des espaces de mesures non probabilisées. Quand ceci sera nécessaire on
Iindiquera en remarque. On munit maintenant les espaces P et P; des distances
suivantes.

Définition 11.1 (Distance de Prohorov) Soient P,Q € P(S), on définit la
distance de Prohorov par :

p(P,Q) =inf{e >0: P(A) < Q(A°) + ¢ VA € B}
ot A={yeS:3xe A dxy) <e}

On cite maintenant deux distances qui font intervenir les fonctions lipschit-
ziennes et leur topologie de norme ou semi-norme définie plus haut.

Définition 11.2 - Si P,@Q € P(S) on pose
BP.Q) = sup /fd(P—Q)‘-
fllLg<11J8

- Si P,Q € P1(S) on pose

F(P,Q) = |P=QlL = sup
Ifll<t

/ fd(P— Q)‘ (Distance de Fortet-Mourier).
S

La distance de Fortet-Mourier est définie dans [6].

Proposition 11.1 Les applications 3 et F sont des distances sur P(S) et
P1(S) respectivement.

Démonstration — Si P,Q € P(S). On a clairement 3(P,Q) > 0, la
symétrie et 'inégalité triangulaire. Comme f est bornée par 1 on a aussi,
B(P, Q) < oo. Supposons maintenant que 3(P, Q) = 0 et montrons que P = Q.
Soit F' un fermé de S, on pose, pour tout n € N,

fn(z) = max(0,1 — nd(z, F)).

Alors || fulloo =1 et || fullz < n dou

/andP:/andQ Vn € N

Comme f, \, xr le théoreme de convergence monotone permet de conclure
P(F) = Q(F), et ceci pour tout fermé de S. D’ou P = . Finalement 3 est
bien une distance.

| fullLp < o0, et donc :
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Passons a F', soient P, Q € P1(S). tout se fait exactement comme avant, le seul
point délicat est de montrer que F(P, Q) < oco. Soit f € L(S) telle que || f||, <1
et y € S, on a alors

/ﬂ@«P—@@)
S

_ /j@yy@MW—Qmw+/ﬂwﬂP—@®)
S S —
=0

IN

Lﬂ%wﬂP—@@)

< oo car P,Q € Py.

F est donc bien une distance. &

Remarque . )
— Pour tout a > 0, on peut étendre la distance F' a F' a ’ensemble Mfa F
est une distance et par commodité on I'appellera encore F'.

Définition 11.3 (Distance de Wasserstein) Si P,Q € P1(S,d), on pose :

-  if d(z,y) 7(de,dy) : = d PetQ).
ne;?SxS){/gxg (z,y) m(dz,dy) : 7 de marges P et Q }

On ne montrera pas que W est effectivement une distance.

Remarque
— Pour tout a > 0, on peut étendre la distance W en W en posant, pour
tout p,v € MF

W(p,v) = 7TEJ\/[iP(fSXS){/SXSd(a:,y) m(dz,dy) : m de marges et v }

W est encore une distance et par commodité on I’appellera encore W.
On rappelle maintenant un mode convergence des mesures de probabilités.

Définition 11.4 On dit qu’une suite P,, de mesures probabilisées sur S converge
en loi (ou étroitement) vers une autre mesure probabilisée P, et l’on note

L . . . r . . .
P, = P, si pour toute fonction réelle f définie sur S continue et bornée, on a

/SfdPn —>/SfdP.

Comme pour les métriques sur les variables aléatoires, on peut aussi com-
parer ces distances et les modes de convergences sous—jacents.
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Proposition 11.2 Soient P,Q € P(S) alors :

B(P,Q) <2p(P,Q) <4y B(P,Q).

Proposition 11.3 Soient P, P des mesures probabilisées sur S, alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. P, 5P
2. B(P,, P) — 0
3. p(PmP) —0

Les deux propositions précédentes sont prouvées dans [4, Lecture 8].

Soit i une mesure sur B. Il peut étre intéressant de trouver des suites de
mesures qui convergent vers p dans un certain sens. C’est ce qui fait I'objet
du résultat suivant. Il existe un espace probabilisé (€2, P) sur lequel on peut
trouver une suite de variables aléatoires (X;) toutes de loi . On définit alors
les mesures empiriques u,, par

1
Nn(A)(w) = EZ(SXJ(w)(A)v AebB,wel.
=1

Théoréme 11.1 (Glivenko-Cantelli-Varadarajan) Siu une mesure sur B
alors les mesures empiriques (i) convergent presque surement vers j c’est a
dire :

Pr({w : pa()(w) =5 p}) = 1.

Ce résultat est le théoreme 9.1 est démontré dans [4].
Remarquons que pour un w adéquat (il en existe), on a

pn ()W) 5

C’est sous cette forme que sera utilisé le théoreme dans I'exposé.

12 Propriétés de la distance de Wasserstein

On consacre maintenant une partie a la distance W. En effet, cette distance
a la propriété tres intéressante d’étre invariante par translation. Ce que Dudley
ne mentionne pas dans [4], mais que de Acosta a signalé dans [3], ce qui lui a
permis d’achever la démonstration du théoreme de Kantorovich-RubinsStein.

Avant toute chose, on appelle 71 et mo les deux projections de S x S sur S.
Sibe M(S x S) les marges de b qui ne sont autres que les mesures images de
b par m; et my seront notées m1b et mob.

La premiere propriété est la suivante.

Proposition 12.1 Soient p,v € M., et A € M*(S), alors

Wp+ v+ X)) <W(p,v).
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Démonstration — Soit Papplication h : S — S x S définie par h(x) =
(x,x). Soit € > 0, par définition de W on peut choisir v € M1(S x S) telle que
mYy=p , my=vet

/dd’y <W(p,v)+e.
On pose ¥ = v+ Ao h~l. On a alors

my(A) = (A xS9)
= (A xS)+AhHAxS))
= my(4) +A(4)
= (-t N(A).

De méme on a moy = v + A. Par ailleurs, on a

/ d(z,y) y(dz, dy) =/ d(x,y)v(dw,dy)Jr/ d(x,y) d(Xo h™")(dx, dy)
SxS SxS SxS

= [ dwaindy + [ (@en)@)Ad)
SxS S
= / d(z,y)v(dx,dy) car d(xz,z)=0.
SxS
Par conséquent :

W(,u—i—/\,u—i-)\)S/ ddy < W(u,v) +e.
SxS

Or € est arbitraire, la proposition est donc démontrée. &

Le but va étre maintenant de montrer 'inégalité inverse. C’est un peu plus
compliqué, on va démontrer les propositions intermédiaires suivantes.

Proposition 12.2 Soient u,v € My,. Soient ¢ >0 et x € S, alors on a
W(p,v) =W(u+ cp, v+ cdy).

Démonstration — Soit € > 0, par définition de W on peut choisir v €
MT(S x S) tel que Ty = p+ ¢y, Ty = v + b et

/ ddy < W(pu+ oz, v+ coz) + €.
SxS

Le but est de construire une mesure ¥ € M ™ (S x S) telle que m 5 = u, Ty = v
et [ddy < [ddy. Ce qui achevera une inégalité car e est arbitraire, I'autre
inégalité découlant de la proposition précédente. On pose p = (z,z) et m =
Y({p})-

Cas 1 Si ¢ <m. On pose ¥ =7 —cdp. ¥ € MT(S x S) car

—sipg C,5(C)=~(C) =20

—sipe C,5(C) =v(C\{p}) +m—c=0.
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mA(A) = u(A) + cb,(A) — cb,(A x S)
= u(A).

De méme w9y = v. Enfin, on a,

/ dd’y:/ dd’y—cd(x,x):/ ddr.
SxS SxS SxS

Cas 2 Si ¢ > m. On définit les deux ensembles de S x S suivants :

L = a ' ({z) \ {p} et I* = w5 ' ({z}) \ {p}.

On remarque que v(I;) = y(r;*({x})) —m > ¢ —m > 0, de méme v(I%) > 0.
On peut donc définir les deux mesures probabilisées sur S suivantes :
_I"nat(4) 7L Nyt (A))

On a
VL) (82 ® B2)(A x B) = 6o(A)y(I: Ny ' (B)).

On veut montrer que
V(L) (02 @ B2)(A x B) = (I N (A x B)).
~ Sixz ¢ Aalors I, N (A x B) = d’ou I'égalité.
~ Siz e Aalors I, Nm, {(B) = I, N (A x B), d’ot1 égalité.
De méme on a : y(I*)(/1 ® §5)(A x B) = v(I* N (A x B)). On pose maintenant
g=c—met:
- an.)  AU*N.)
¥=v-¢q q -
(1) y(1%)
On ade M (S x S) et d’apres ce qui a été fait juste au-dessus, on a en fait :

Y =7—q(0; @ B2) — q(B1 ® 65) — mb, + q(B1 ® B2).

I1 vient donc :

'_7n5p"FQ(61@9ﬁ2)

7T1'~>/:M+C(Sz_q5x_QﬁI_m6z+q/81:U-

De méme w9y = v. Reste a montrer que / ddy < / ddy. On a
xS SxS

S

/S e Giem)dndy) < [ ) (o )y

T

SxS

+ / d(,y) (B @ ) (d=, dy)
SxS
d(z, ) fr(d2) + / d(z, ) Ba(dy)
S

s d(zv y) (51 ® 5:10)(dza dy)

SxS

o
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Par conséquent :

/md‘” - /stddv—Q/SXsdd(cSm@Mz) —q/swdcl(ﬂl@éw)w[%dd(m ® B)

< / ddry.
SxS

Ce qui acheéve la démonstration. &

On dit qu’une mesure p € P1(S,d) est simple s’il existe zy,...,x, € S et
n
iy ..., € Rtelsque ag +---+ay =1et p= Zaiém. Ces mesures font
i=1
I'objet de la proposition suivante.

Proposition 12.3 L’ensembles des mesures simples de P1(S,d) est dense dans
P1(S,d) pour la distance W.

Démonstration — Soit y, € S, € > 0 et p € P1(S,d). d(.,y0) est p-
intégrable et d’apres le corollaire 6.1 il existe des boréliens A, deux a deux
disjoints de diametre inférieur a % tels que S = U A;. Donc :

iEN

[ o) utds) — [ dGeyo) n(do).
Uiz, A S

Pour n assez grand, on a donc

/Dd(z:,yo) p(dx) <% ou D= <HA1) .

Pour y € S on définit hy(x) = (x,y) pour tout z € S. Pour j = 1,...,n on
choisit y; € A; et on définit v € P(S x S) par

YE) =Y u(A;nh, N (E) +u(DNh, (E)), VE€B®B.
j=1
Comme pour tout y € S on a m o hy = Idg, on a, pour tout A € B,

my(A) = y(r H(A) = D u(A; N A) + (DN A) = u(A).
j=1

Comme pour tout € S on a (mg o hy)(z) =y, on a pour tout A € B :

oy (A) = y(my H(A) = Y 1(A7)8y, (A) + p(D)dy, (A).
j=1
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Ainsi :
/S day = ; /A (@0, ) @) plde) + /D (d 0 hyy) () p(d)

= ;/AJ d(x,yj),u(dx)+/Dd($7110)ﬂ(d$)

€ €
S 3 1(A4j) + 5
j=1
< €
Finalement "
Wi, 3 (A5, + 1(D)y) < e &
j=1
Remarque

— La proposition précédente reste évidemment valable pour u € M{E(S ).

On conclut cette partie par cette derniere proposition qui établit ce qui est
voulu, a savoir que W est invariante par translation.

Proposition 12.4 Pour tout u,v € M (S) et pour tout A € Mfﬁ(S’), on a
W(p,v) =W+ Av+A).

Démonstration — Par la proposition 12.1 on a déja >. Par la proposition
12.3 il existe une suite (\,,) de mesures simples de M frﬁ(S ) telles que W (Ap, A) —
0. Par la proposition 12.2 et une récurrence simple, on obtient

Wk + A, v+ An) = Wi(n,v).
Par conséquent :

W) = Wit A+ An)
< W4 A+ N+ W+ Av+ N+ W+ v+ A,)
< W(p+Av+A)+2W (NN,  (prop. 12.1)

En faisant n — oo il vient I'inégalité manquante. &
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